Masodfoku egyenletek

ax*+b-x+c=0
Masodfoku megoldoképlet:

—b +Vh?% — 4ac
2a

—b ++vVb? — 4ac
2a

—b —Vb?% — 4ac
2a

X1,2 =

X1 =

Xy =

Amire figyelni kell:

e a, Db, c-t mindig eldjellel egyiitt nézziik
e amindig x? elétti kifejezés b mindig x elétti kifejezés ¢ mindig a konstans

e Hanem ilyen sorrendben vannak, akkor nyugodtan rendezziik ilyen sorrendbe, tehat x?-
es kifejezés legyen legelol utdna x-es kifejezés végiil a konstans, de itt is figyeljiink,
hogy atrendezésnél eldjelekkel egyiitt rendezziink

e Esetek nagyrészében a=1, igy a képletben alul 2 van, de ne essiink abba a hibaba, hogy
mindig automatikusan 2-t irunk oda

e Probaljuk meg elkeriilni, hogy a negativ legyen, nyugodtan leoszthatjuk az egyenletet

(-1)-gyel
Diszkriminans
D = b?% — 4ac

D > 0 - 2megoldas
D =0 - 1megoldas
D <0 - 0megoldas



Masodfoku egyenlotlenségek

D > 0 - 2megoldas

a-x*+b-x+c>0

x < x1vagy x, < x

ax*+b-x+c<0

D =0 - 1megoldas

D <0 - 0megoldas

x1<x<x2

x<xivagyx; <x x€ER
x € R\{x¢}
'y
.4
*
xX=x Nincs megoldas

Tort egyenletek

e Mindig a kezdeti feltétellel (KF) kezdiink

e A KF hogy a nevez6 nem lehet egyenlé 0-val (0-val nem osztunk)

o Ezutan a nevezdvel (nevezdkkel) fel tudunk szorozni, vagy ha a tort egyenlé 0-val,

akkor a nevezdt elhagyjuk és a szamlalo=0 egyenletet oldjuk meg

Tort egyenlotlenségek

o Ittis a kezdeti feltétellel (KF) kezdiink

S

e Ha a tort>0, akkor megvizsgaljuk a % ésa S eseteket

D

e Ha a tort<0, akkor megvizsgaljuk a g ésa S eseteket

e Harelacigjelben meg van engedve az egyenldség, azt csak a szamlaloban engedjiik meg




Fiiggvények jellemzése

Ertelmezési tartomany

*  Jelolés: Kozépiskolaban: E.T. <> Egyetemen: Dy
* Megadja, hogy a fiiggvény milyen x értékek mentén van értelmezve (vizszintesen nézziik)

Ertékkészlet

« Jelolés: Kozépiskolaban: E.K < Egyetemen: Ry

* Megadja, hogy a fiiggvény milyen y értékeket vehet fel (fliggdlegesen nézziik)
Zérushely

* Jelolés: Z.H.

* Megadja, hogy hol metszi a fliggvény az x tengelyt

* 0,1, 2, vagy akar tobb zérus hely is lehet egy fliggvénynél (akar végtelen sok is, pl.: sin
Cos)

» Kiszamitasa: f(x) =0
Tengelymetszet, Tengelypont
» Jelolés: TM., T.P.
* Megadja, hogy hol metszi a fliggvény az y tengelyt
* Vagy 0 vagy 1 tengelymetszet lehet, tobb nem!
* Kiszamitasa: f(0) = .-
Monotonitas
* Minden fiiggvény, vagy Sz.m.n. vagy Sz.m.cs. (kivéve konstans fiiggvény (y = 1))
Osszefiigg a sz&1sd értékkel:
* Hano és utana csokken, akkor ahol a valtas torténik ott maximum lesz
* Ha csokken és utana n0, akkor ahol a valtas torténik ott minimum lesz
Folytonossag

* Folytonos egy fiiggvény, ha végig tudjuk rajta hizni a ceruzankat ugy, hogy nem kell
kbzben felemelniink.

Korlatossag
* Egy fiiggvény lehet:
* Nem korlatos: Se felso se also korlatja nincsen (pl.: f(x) = x)
*  Alulrél korlatos: Ha van olyan y érték, ami ala nem megy le a fiiggvény (pl.: f(x) = x?)
* Feliilrdl korlatos: Ha van olyan y érték, ami f61é nem megy a fiiggvény (pl.: f(x) = —x?)
*  Alulr6l és feliilrdl is korlatos: Ha vannak olyan y értékek, amik kozott mozog a fliggvény

(pl.: f(x) =sinx, f(x) = cosx)

Periodicitas

» Egy fliggvény periodikus, ha van olyan része, ami ismétlédik egymas utan

* Periodikus fiiggvények: Trigonometrikus fliggvények (sin, cos, tg, ctg)



Eltolasok
fO)=x+0)+®
Xy iranyu eltolas

A:x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Nyujtasok
f(x) =2-(x) » 2 — szeres nyUjtas y iranyban
1
f(x) = 5 (x) » 2 — szeres 6sszenyomds y iranyban
f(x) = (2x) > 2 — szeres 6sszenyomds x iranyban

1
flx) = (E x) — 2 — szeres nyujtas x iranyban

Tiikrozések
f(x) = (—x) » y tengelyre tiikrozés
f(x) = —(x) = x tengelyre tiikrozés

f(x) = —(—x) = x és y tengelyre is tiikrozés

Ezek a tiikrozések mindig az eltolt tengelyre
vonatkoznak!



Paritas

Péros fiiggvényeknél, ha y irdnyban toljuk csak el (fel / le), akkor marad paros, ha x irdnyban is
eltoljuk, vagy csak x irdanyban toljuk el (jobbra / balra), akkor se paros se paratlan nem lesz a
fliggvény.

Paratlan fiiggvényeknél barmerre is toljuk el, akar y iranyban (fel / le), akar x irdnyban (jobbra /
balra), akkor se paros se paratlan nem lesz a fiiggvény.

Nyujtasokkal nem valtozik a paritas.

Paros Paratlan
Definicio Paros egy fliggvény, ha szimmetrikus az y tengelyre. Paratlan egy fliggvény, ha szimmetrikus az origora.
“Matematikusan” fx) = f(—x) flx) =—f(—x)
o 1
Példik f(x) = |x|,x%x*...,cos x fx) =xx%... ¥, %...,;,smx
11‘“’
10
9
8
7
, [
Abrazolas 5
4 12 3 4
3
2
1
-6 -5 4 3 -2 10| 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
Sem paros, sem paratlan fiiggvények
Definici6 Olyan fiiggvény, ami nem szimmetrikus, sem az y tengelyre, sem az origora.
"Matematikusan™ fx) = f(—=x), fx) = —f(—=x)
Példak flx) =+/x Yx ... 2%,3% .., logs x, logs x ...
1
3
2
1
Abrazolas
i
-1 0 1 2 3 4
-
-2




Konstans fiiggvény

f(x)=2

Zérushely: Nincs
Tengelypont: y = 2

Monotonitas:

SeSz.m.n., se Sz.m.cs.

Szélsoérték: Nincs

Paritas: Paros

N

-1

-2

X y
0 2
1 2
2 2
3 2
-1 2
2 2

2




Linearis fiiggvény

fx)=x

Zgrushely: x =0

Tengelypont: y = 0

Monotonitas: Sz.m.n.

Széls6érték: Nincs 5 4 -3 2

Paritas: Paratlan

Linearis fiiggvény tudnivalok

VYV

Ertelmezési tartomany: x € R

Ertékkészlet: y € R

Zérushely: f(x) = 0, mindig 1 zérushely van
Tengelymetszet: f(0) = -+, mindig 1 tengelymetszet
van

Monotonitas:

Ha nincs az x-es kifejezés el6tt minusz elgjel — Sz.m.n.

Ha van az x-es kifejezés elétt minusz eldjel — Sz.m.cs.
Sz¢lsoértek sosincs

Paritas: Paratlan, ha nincs benne eltolas, sem paratlan
sem paros, ha van benne eltolas

» Tortek meredeksége:
2 s L 5t jobbra(=)2 — ¢t fel (1)
o A - 5— - -
5x jobbra otjovora fe
fX)=A-x+®

A:meredekség

X:y tengely metszet

Linearis fiiggvény abrazolasanak lépései:

Megnézziik, hogy hol metszi az y tengelyt, azt
bejeloljiik

Megnézziik a meredekséget, és annyit 1épkediink
jobbra / balra és fel / le amennyi a meredekség

-1

5
4
3
2
1
1 5
-1
-2
-3
X y
0
1 1
2 2
3 3
-1 -1
-2 -2
3 3




Abszolutérték fiiggvény

6
f(x) = x|
Df: x €R 5
Zgrushely: x =0 )
Tengelypont: y = 0
Monotonités: 2
] —0;0[—= Sz.m.cs. 1
]0; o[> Sz.m.n. .4
. 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Sz¢lsdéérték: Minimum
-1
Minimum hely: x =0
Minimum érték:y = 0 -2
Paritas: Paros
Abszolutérték fiiggvény tudnivalok X y
+  Ertelmezési tartomany: x € R
* Ertékkészlet: fliggdleges eltolastol fligg pl.: 0 0
f(x) =|x| =2 > Rp:[-2; 0] 1 1
»  Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely
is (fiiggbleges eltolastol fiigg) 2 2
* Tengelymetszet: f(0) = ---, mindig 1
tengelymetszet van 3 3
*  Monotonitas: 1 1
» Vizszintes eltolastol fligg — Elészor Sz.m.cs.
minimum helyig, aztdn Sz.m.n. 2 2
» Ha az abszolutértékjel elott van minusz eléjel —
Elészor Sz.m.n. maximum helyig, aztdn Sz.m.cs. -3 3
*  Szélséérték: mindig van, ha nincs minusz eldjel az
abszolutérték elott, akkor minimum, ha van minusz Eltolasok
eldjel, akkor maximum
: fOO = lx+Al+®

Paritas: Paros, ha nincs benne vizszintes eltolas,
vagy csak nyUjtas van benne, sem paros sem
paratlan, ha van benne vizszintes eltolas
Fiiggoleges eltolas megadja, az értékkészlet végeét,
valamint a minimum/maximum értékét

Vizszintes eltolas megadja a monotonitasi
hatarokat, valamint a minimum/maximum helyét

Abszolutérték fiiggvény abrazolasanak lépései:

Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal

Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott
lesz a fiiggvény csucsa (minimum, vagy
maximum)

A csucesbol kiindulva a sima abszolatérték
fiiggvényt abrazoljuk (1-et jobbra 1-et fel, 1-et
balra 1-et fel)

X:yiranyu eltolas

A: x iranyn eltolas

X:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re



Masodfoku fiiggvény

7
f) =x? 6
Df: x €R 5
Zgrushely: x =0
Tengelypont: y = 0 3
Monotonités: 2
] —0;0[—= Sz.m.cs. 1
]0; o[> Sz.m.n. %
Sz¢lsdéérték: Minimum S5 4 3 -2 10 1 2 3 4
Minimum hely: x =0 -1
Minimum érték:y = 0 -2
Paritas: Péaros
Masodfoku fiiggvény tudnivalok X y
+  Ertelmezési tartomany: x € R 0 0
» Ertékkészlet: fliggdleges eltolastol fligg pl.:
f(x) =x*+3 - Rp:[3;00[ 1 1
»  Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely
e T e 2 4
is (fiiggbleges eltolastol fiigg)
» Tengelymetszet: f(0) = -+, mindig 1 3 9
tengelymetszet van
Monotonités: -1 1
» Vizszintes eltolastol fligg — Elészor Sz.m.cs. ) 4
minimum helyig, aztan Sz.m.n. )
» Ha a zér¢jel elott van minusz eldjel — Elészor 3 9
Sz.m.n. maximum helyig, aztan Sz.m.cs.
e Szélséérték: mindig van, ha nincs minusz eldjel a Eltolisok

zérojel eldtt, akkor minimum, ha van minusz
eldjel, akkor maximum

Paritas: Paros, ha nincs benne vizszintes eltolas,
vagy csak nyUjtas van benne, sem paros sem
paratlan, ha van benne vizszintes eltolas
Fiiggoleges eltolas megadja, az értékkészlet végeét,
valamint a minimum/maximum értékét

Vizszintes eltolas megadja a monotonitasi
hatarokat, valamint a minimum/maximum helyét

Masodfoku fiiggvény abrazolasanak lépései:

Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal

Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott
lesz a fiiggvény csucsa (minimum, vagy
maximum)

A csiesbol kiindulva a sima masodfoku
fiiggvényt abrazoljuk

f)=@x+0)*+®
Xy irdnyu eltolas

A: x irany eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —»

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re



Négyzetgyok fiiggvény

fO) =+x 5
Dy [0; oof 4
Rg: [0; o] 3
Zérushely: x = 0 2
Tengelypont: y = 0 1
Monotonitas: Sz.m.n. 4 3 2 10| 1 2 3 4 5 8 7 8 o9
Sz¢élséértek: Minimum -1
Minimum hely: x =0 -2
Minimum érték:y = 0 -3
4

Paritds: Sem péaros, sem paratlan

Gyokfiiggvény tudnivalok

Ertelmezési tartoméany: Gyok alatti kifejezés> 0
Ertékkészlet: fiiggbleges eltolastol fiigg pl.:

f) =Vx—2 - Rp:[-2;00[

Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet
(fliggbleges eltolastol fiigg)

Tengelymetszet: f(0) = -+, 0 vagy 1
tengelymetszet lehet (vizszintes eltolastol fiigg)
Monotonitas: Gyokjel el6tti, valamint gydkon
beliili minusz eldjelektdl fiigg:

Vx,—/—x - Sz.m.n. , V—x, —J/x = Sz.m.cs.
Szélséértek: mindig van, az eltolasok metszetében
lesz, az hogy minimum vagy maximum, a gyokjel
el6tti, valamint gyokon beliili minusz eldjelektdl
fugg

Paritas: Sem paros sem paratlan

Fliggdleges eltolds megadja, az értekkészlet végét,
valamint a minimum/maximum értékét

Vizszintes eltolas megadja az értelmezési
tartomany végét, valamint a minimum/maximum
helyét

Gyokfiiggvény abrazolasanak lépései:

Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal

Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott
lesz a fiiggvény csucsa (minimum, vagy
maximum)

A csucsbol kiindulva a sima gyokfiiggvényt
abrazoljuk

X y
0 0
1 1
4 2
9 3
16 4
Eltolasok

f) =Vvx+A+®
X:yiranyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor <
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re



Tort fiiggvény

1 4
fe) =~

Ds:x € R\{0}
Rr:y € R\{0}

Zgrushely: Nincs 1

Tengelypont: Nincs ~
Monotonitas:

] —o0;0[—> Sz.m.cs.
10; co[— Sz.m.cs.
Sz¢lsdérték: Nincs

Paritas: Paratlan

Tortfiiggvény tudnivalok

«  Ertelmezési tartomany: x € R, kivéve ahol a nevez6 0 X y
o Ertékkészlet: y € R kivéve, amennyivel el van tolva a 1 1
fliggvény fliggdlegesen
» Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet (fiiggbleges 2 1
eltolastol fiigg) 2
* Tengelymetszet: f(0) = -+, 0 vagy 1 tengelymetszet lehet 1
(vizszintes eltolastol fiigg) 3 3
*  Monotonitas: Csokkend, ha nincs eldtte minuszjel, ndvekd,
ha van el8tte minuszjel, két részben irjuk fel -1 -1
*  Széls6érték: nincs 1
 Paritas: Pératlan, ha nincs benne semmilyen eltolas, vagy —2 -=
ha csak nytjtas van benne 2
* Fliggoleges eltolas megadja, hogy az értékkészletben hol _3 _1
van szakadas 3
* Vizszintes eltolas megadja, hogy az értelmezési
tartomanyban, hol van szakadas Eltolasok

Tortfiigevény abrazolasanak lépései: 1
seveny P f(x) = Y +®

* Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat,
bejeloljiik szaggatott vonallal X:y iranyu eltolas

* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, azok
lesznek az uj koordinata tengelyek

* Az uj koordinata tengelyekben megrajzoljuk a
fiiggvényt

A: x irdanyn eltolas

X:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re



Exponencialis fiiggvény 8
flx) =2* !
Di: x €R ©
R¢:]0; oof 5
Zérushely: Nincs 4
Tengelypont: y = 1 3
Monotonités: Sz.m.n. 2
Szélséérték: Nincs
Paritas: Sem paros, sem paratlan / e
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1
Exponencialis fiiggvény tudnivalok -2
+  Ertelmezési tartomany: x € R -3
» Ertékkészlet: fiiggdleges eltolastol fiigg pl.:
f(x) =27 =4 > Rp:] — 400 -
»  Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet y
(fliggbleges eltolastol fiigg) 0 1
* Tengelymetszet: f(0) = ---, mindig 1
tengelymetszet van, ha nincs benne eltolés, 1 7
akkor y=1
* Monotonités: 5 4
» Ha a hatvany alap 1-nél nagyobb — Sz.m.n.
» Ha a hatvéany alap 1-nél kisebb - Sz.m.cs.
R n : 3 8
* Szélsoérték: Nincs
* Paritds: Sem paros sem paratlan 1
» Fliggdleges eltolas megadja az értékkészlet -1 5
vegeét
* Vizszintes eltolds nem ad meg semmit 1
Exponencialis fiiggvény abrazolasanak lépései: 2 4
* Megnézziik a fiiggéleges és vizszintes iranyu
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal Eltolasok

* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast,
ott lesz az uj origo, a fiiggvény y=1-be metszi
az 0j y tengelyt

* Ha bejeloltiik az uj tengelyen a metszetet
abrazoljuk az eredeti fiiggvényt

fl) =2 +®
Xy iranyu eltolas

A:x iranyu eltolas

X:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x — re



Logaritmus fiiggvény i

6
f(x) =log, x s
Ry € R )
Zgrushely: x = 1 ®
Tengelypont: Nincs 2
Monotonitds: Sz.m.n. 1
SzElséérték: Nincs s
4 3 2 41 0o A 2 3 4 5 & 7 8
Paritas: Sem péros, sem paratlan »
-2
Logaritmus fiiggvény tudnivalék -3
+  Ertelmezési tartomany: logaritmuson beliili
kifejezés > 0 X y
* Ertékkészlet: y € R
»  Zérushely: f(x) = 0, mindig 1 zérushely van 1 0
(fliggoleges eltolastol fiigg), ha nincs benne
eltolas, akkor x=1 b 1
* Tengelymetszet: f(0) = -, 0 vagy 1
tengelymetszet lehet, vizszintes eltolastol fligg 4 )
* Monotonités:
» Ha alogaritmus alap 1-nél nagyobb — Sz.m.n. 8 3
» Ha a logaritmus alap 1-nél kisebb — Sz.m.cs.
*  Szélsoérték: Nincs 1
* Paritds: Sem paros sem paratlan 5 -1
» Fiigglleges eltolds nem ad meg semmit
* Vizszintes eltolas megadja az értelmezési 1
tartomany veéget 4 2

Logaritmus fiiggvény abrazolasanak lépései:

* Megnézziik a fiiggéleges és vizszintes iranyu Eltolasok
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal fx) =log,(x +A) +®
* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott
lesz az 10j origo, a fiiggvény x=1-be metszi az uj
x tengelyt A:x iranyu eltolas
* Ha bejeloltiik az uj tengelyen a metszetet
abrazoljuk az eredeti fiiggvényt

(logz, logs,log: )
3

Xy irdnyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x — re



Szinusz (Sin) fiiggvény V

f(x) =sinx

Df: x €R

Re:[-1;1]

Zérushely:x = 0 + kn kel
Tengelypont: y = 0

Monotonitas:

: T
0+k-2n;§+k-2n[—>Sz.m.n.

3

1T 3
E+k-2n‘;7+k-2n[—>5‘z,m_cs_ m—3w/2 g -mw/2 mw/2 3m/2 ™

131
7+k-271;27T+k-27r[—>.S'Z.m.n.

Szélsérték: Minimum, Maximum

3
Minimum hely:x = > + k- 2m

Minimum érték:y = —1

s
Maximum hely:x = > +k-2m

Maximum hely:y =1
Paritas: Paratlan

Periodicitas: Periodikus, peridodusa: 2m

NI
N

y 0 1 0 -1 0

Eltolasok Sin fiiggvény tudnivalok

f(x) =sin(x +4) +® *  FErtelmezési tartomany: x € R
*  Ertékkészlet: [—1; 1]
o ) o Zérushely: f(x) = 0, végtelen sok zérushely van, periodus: k - 7
A:x iranyu eltolas » Tengelymetszet: f(0) = -, 1 tengelymetszet van
*  Monotonitas: 3 részbdl all
*  Sz¢lsdérték: Végtelen minimum és végtelten maximum van,
periddus: k - 21
ha @ akkor T * Paritas: Sin — Paratlan
ha © akkor | . Fi?.gg(’?leges elto}és megadja az értékkészletet
* Vizszintes eltolds nem ad meg semmit

Xy iranyu eltolas

X:logikusan:

Sin fiiggvény abrazolasanak lépései:

A: forditva: A I L c o .
f *  Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat,

ha © akkor « bejeloljiik szaggatott vonallal
ha © akkor — ¢ Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz az 0j origo

* Innentél pedig abrazoljuk az eredeti Sin fiiggvényt
x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re



Koszinusz (Cos) fiiggvény

f(x) =cosx
Dirx€eR

Re: [-1;1]
Zérushely:x = g + km keZ
Tengelypont: y = 1

Monotonitas:

10+ k-2m;m+ k- 2n[ - Sz.m.cs.
lm+ k-2m;2n+ k- 2n[ » Sz.m.n.
Szélsoérték: Minimum, Maximum
Minimum hely:x =t + k- 2m
Minimum érték:y = —1
Maximum hely:x =0+ k - 2m
Maximum hely:y =1

Paritas: Péaros

Periodicitas: Periodikus, periodusa: 2w

Eltolasok
f(x) =cos(x+A)+® .
Xy iranyu eltolas

A:x irdanyu eltolas .

X:logikusan:
ha @ akkor T .
ha © akkor 1

3
2
—2m-3mk2 -mw-1fl 2 m/ mwa3mf/2 2m
-1
-2
T 3
X 0 — 4 il 21
2 2
y 1 0 -1 0 1

Cos fiiggvény tudnivalok

Ertelmezési tartoméany: x € R

Ertékkészlet: [—1; 1]

Zérushely: f(x) = 0, végtelen sok zérushely van, periodus: k -
Tengelymetszet: f(0) = -+, 1 tengelymetszet van

Monotonitas: 2 részbdl all

Szélsdérték: Végtelen minimum és végtelten maximum van,
periodus: k - 21

Paritas: Cos — Paros

Fliggoleges eltolas megadja az értekkészletet

Vizszintes eltolas nem ad meg semmit

Cos fiiggvény abrazolasanak lépései:

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasax —re .

Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat,
bejeloljiik szaggatott vonallal

Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz az 4j
origo

Innentol pedig abrazoljuk az eredeti Cos fiiggvényt



Tangens (Tg) fiiggvény N
fx) =tgx 2.5
Ds: x € R\{ +k- n} 2
Riry €R 1.5

Zérushely:x = 0 + km kel
Tengelypont: y = 0

MonotonitéS' 0.5
]——"'k U +k ﬂ[—>52mn- man/2 fmw-mi2 N 3mi2 Tr#
Szélsoérték: chs -0
Paritas: Paratlan 1
Periodicités: Periodikus, periédusa:
5
-2
T 0 T T
o 2 4 4 2
y — -1 0 1 —
Eltolasok Tg fiiggvény tudnivalok
fx)=tglx+A)+Q +  Ertelmezési tartomany: x € R\ E +k- n}
®: y irany( eltolas *  Ertékkészlet:y € R

» Zérushely: f(x) = 0, végtelen sok zérushely van,
periddus: k -
* Tengelymetszet: f(0) = ---, 1 tengelymetszet van
*  Monotonitas: Tg — Sz.m.n.
*  Szélsoérték: Nincs
ha @ akkor 1 *  Paritas: Paratlan
ha © akkor | * Fliggdleges eltolas nem ad meg semmit
* Vizszintes eltolas megadja a szakadasi helyeket

A: x irany eltolas

X:logikusan:

Tg fiiggvény abrazolasanak lépései:
A: forditva: e e s
*  Megnézziik a fiiggéleges és vizszintes iranyu

ha © akkor « eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal
ha © akkor — * Abhol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz
az 0j origé

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re + Innentdl pedig abrazoljuk az eredeti Tg fiiggvényt



Kotangens (Ctg) fiiggvény 3”’
f(x) = ctgx 2.5
Df: x € R\{0 + k - m} )
Rf: y eER
Zérushely:x = g + km keZ 1.5
Tengelypont: Nincs 1
Monotonitas: 05
10+k-m;m+k-n[ > Sz.m.cs. '
Szélsdérték: Nincs R Tame— my p— . S
Paritas: Paratlan 05
Periodicitas: Periodikus, periodusa: .
1
115
I 0 I
o 2 4 4 2
y 0 -1 — 1 0
Eltolasok Ctg fiiggvény tudnivalok
_ *  Ertelmezési tartomany: x € R\{0 + k - 7}
x)=tglx+A)+& . y
@) _ g( ) ) ) * Ertekkészlet:y € R
®:y iranyu eltolas » Zérushely: f(x) = 0, végtelen sok zérushely van,
A: x iranyu eltolas periodus: k -
* Tengelymetszet: f(0) = -+, 1 tengelymetszet van (Ctg-

X:logikusan:

nek nincs)
ha @ akkor T *  Monotonitas: Ctg = Sz.m.cs.
* Szelsoérték: Nincs
ha © akkor | » Paritéds: Paratlan
A: forditva: » Fiiggbleges eltolds nem ad meg semmit
ha @ akkor « * Vizszintes eltolas megadja a szakadasi helyeket
ha © akkor — Ctg fiiggvény abrazolasanak lépései:

x + A= 0 egyenlet megoldasa x — re

Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu
eltolasokat, bejeloljiik szaggatott vonallal

Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz
az 0j origo

Innentdl pedig abrazoljuk az eredeti Ctg fiiggvényt



Hatvanyozas azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
23 . 25 — 23+5 — 28 2x+2 = Dx. 22
E1l a-qm = g"tm
x4— cx7 = 24+7 = x11 xVTE = Y %
7
2_ — 27—2 — 25 2x—3 — z_x
an 22 23
a X X
—= 22-4 — 42 x¥=5 =
) . (ay 2% 3% = (2:3) = 6°  10% = (2-5)% = 2%
a =\a
xZ 2 _ (x )2 (x )4 — x4 4
=-() () =%
a®  a\" * 8
E4 o (_) +5 N N3 x3
G
(32)5 — 32-5 — 310 52-4 — (52)4
E5 (an)m — (am)n = gh'm (x3)4 — x3-4 — X12 x7-5 — (x7)5
(47)9 — (49)7 (x3)8 — (x8)3
21 =2 5=51
E6 al =a
x' =x y=y'
30=1 1=6"
E7 a®=1
x°=1 1=x°
1 1
2—1 —— R 3—1
ES -l ’ ;
* = L1 L_
Xt =— —=
X y
4_2 = —2 frd i l4 — 5—4-
o L1 42 16 5
at=—
an x_lz _ i i — y—5
x12 y5




Logaritmus azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
log,x=50->2" =x
L1 log,b=c—->a =b logz327 = x> 3 =27
log,16 =4 > x =16
L2 logiox =l1gx =logx -
L3 log, x =Inx -
log;(2 - ) =log; 2 + logs
L4 log,(x-v) =log, x + log,
logs 7 + logs v = logs(7 - v)
3
logg (—) = logg 3 — logg
x
L5 log, (—) = log, x —log, 2
logy 2 —log, @ =log, <—)
logs x* = 3 -logs x
L6 log, x" =n-log, x
4 -logs x = logs x*
5 1
logy V3 = g-logg 3
N 1
L7 log, Vx = —-log, x
n 1 _ VB
5'1082 8 = log, V8
log,2=1 1 =logs 5
L8 log,a=1
log, x =1 1 =logy,y
log, 1 =0 0 =logs1
L9 log,1=0
logx]_:() 0=10gx1
log. x = log), x log., 8
L10 8a log, a logs 8 log., 5
— b _ 2
L11 b =log, a 2 =logs 3
L12 alogbc — Clogba 210g4x — xlog42




Gyokvonas azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
V2-V3=+v2-3=16
GY1 \/E-\/E=Va-b
V5-x =5 -x
x [x
V7 N7
GY2 ﬁ:\/g
vb Nb Vi6 16_\/1_2
Vi 4 T
\/§ \/§=\/8 X
GY3 Va-b=vab
V2 9=42-V9
V5 |5
Va4
cvi i
b Vi 71
x_ X
5 1 1
V2 =25 107 = V10
GY5 *a = an ) )
W:xﬁ x@:%
5
V22 = 27 37 = /35
GY6 V@ = g
3 E 2 a
‘/x5=x3 X7 = xlO
GY7 Var = (Va)" V8t = (V8)°
GYS r\[/—.n\,/—:n-m/_n_Hn 2\/— 3\/— 2-3/ 2+3:6 5
n 3
GY9 \/_:nm —n ;/__:73 7_ 21 4
11{/_ \/_




Nevezetes azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
Al (a+b)? =a*+ + b? (2x+3)2 =4x% + + 0
A2 (a—b)? =a? - + b? (x—3)2=x%— +9
A3 a’—b?=(a+b)-(a—Db) ct2) G-D=x" "4
x*—9=(x+3) (x—3)
A4 (a+b)2=a®+ +3ab*+b% | (x+2)3=x3+ +3-x-4+8
A5 (a—b)=a®- +3ab*—b® | (x—3)3=x3— +3-x-9-27
Egyéb azonossagok
Elnevezés Azonossag
A6 (a+b+c)?=a*+b?+c*+2ab + 2ac + 2bc
A7 (a—b) - (a® +ab + b?) = a3 - b3
A8 (a+b)-(a® —ab + b?*) = a3 + b3

Binomialis tétel

7 = () (o Qs (2 )t (o

(0= 5—prm
(0)=1
(1)=n
(n)=1




Trigonometria

szbggel szemkozti befogd (b)

sina = " z - -1<sina<1
atfogo c
sz0g melletti befogo a
cosa=Zg - - fog =(—) -1<cosa<1
atfogo c
szoggel szemkozti befogo b
tga = g‘? - f,g =(—) —o<tga < w
sz6g melletti befogo a
szog melletti befogo a
ctga = __Zg - .fg ,=(—) —o < ctga < w©
szoggel szemkozti befogd b

Nevezetes szogek

us]

C a
a 0° 30° 45° 60° 90° a 0° 30° 45° 60° 90°
sina 0 1 ii ﬁ 1 sina \[_[_] ﬂ \/_i ﬁ \E
2 2 2 2 2 2 2 2
cos a 1 ﬁ E 1 0 cosa VE E E ﬂ iﬁ
2 2 2 2 2 2 2 2
a 0° 30° 45° 60° 90°
tga 0 \[_37 1 V3 —
3
ctga - V3 1 ? 0
Képletek:
) sina
a =
& cosa
. 1
a =
& ctga
cosa
ctga = —
Sina

sina + cos?a =1
sina = cos(a — 90°)

cosa = sin(a + 90°)




Nevezetes szogek

a 0° 30° | 45° | 60° | 90° |120° | 135° |150° | 180° |210° |225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sina

cosa

tga

Atvaltas fokbdl radidanba (° — rad) | Atvaltas radianbol fokba (rad — °©)
_2m 360
'ﬁ= Arad arad'ﬁ=
o M 180
a m—arad amd-7=a
Viltészam: 2% =
altészam: S - = —
1 radian~57, 3°

a® 0° 30° 45° 60° 90° |120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
2 3 5 7 5t 4 3 51 7o | 11m

QArad 0

oy
N
wl g
ST
[#8]
i
(=)}
o
o
w
]
w
i
[=)}




Addicios tételek
sin(a + B) =sina-cosB + cosa-sinf
sin(a + B) = sina - cosf + cosa - sin 8

sin(a — B) =sina - cosf —cosa -sinf

cos(a + B) =cosa-cosB Fsina-sinf
cos(a + ) =cosa-cosf —sina-sinf

cos(a — ) = cosa-cosf +sina - sinf

Egységkor

e Kor kozéppontja: origd (0;0)

e Sugara: r=1 egység

e cosa lesz az x koordinata

e sina lesz az y koordinata

e Sin egyenletnél vizszintesen huzzuk be

e Cos egyenletnél fliggdlegesen htizzuk be

e Mindig 2 megoldas

e Kivévesinx = +1cosx = +1 —ottcsak 1
e Megoldasok utan mindig odairjuk a periodust is
e 1. siknegyedben maga a szog

e 2. siknegyedben 180°-bol vonjuk ki

e 3.siknegyedben 180°-hoz adjuk hozza

e 4. siknegyedben 360°-bol vonjuk ki

0.5

A

sin o

cos a 0.5



Geometria

Gorog ABC
Girog . Gordg g st o
betii Kiejtés Miket jelélhet? betii Kiejtés Miket jelélhet?
@ alfa - Sajat korfrekvencia K kappa - Adiabatikus kitevo
B béta - Szdggyorsulas 3 lambda - Hullgn}lloss;
- Hasonlosag aranya
Y gamma -
5 delta Derivalds v nii - Kinematikai viszkozitas
, . ¢ kszi - Statisztikaban hasznaljak
- Szoggyorsulas
£ epszilon - Nynlas - Matematika &lland6 (3,14)
- Hibahatar i1 pi - Szorzéssorozat
u mi - Strlodds - K6zgazdasagtanban profit
© omeda - Szdgsebesség P r6 - Stirfiség
g - Korfrekvencia . - Mechanikai fesziiltség
a szigma P s rores .o
J _ Elforgatott koordinata - Valoszintiségszamitas szoras
zéta
¢ rendszer (X) . ra - Nyirofesziiltség
- Elforgatott koordinata @ fi - Relativ pératartalom
rendszer (y) - Szog
- Tehet_etlensé_gi'nyomaték X khi - Statisztika Khi-négyzet
2 théta - Gombi koordinata rendszer
szbge Y pszi - Hodtbocsatasi tényezd
Haromszogek

» Cslicsok ABC nagy betiii
+ Oldalak ABC kisbet{i:
# A csuccsal szemben a oldal
# B csticesal szemben b oldal
# C csuccsal szemben ¢ oldal
+ Szodgek, a gorog ABC betlii:
# Acsucsnil
# Bcsuccsal
» C cstccsal y
+  Haromszog belsd szogeinek dsszege 180° —» a + f +y = 180°
»  Haromszog belsd és kiilso szogeinek dsszege is 180°:
a+a’ = 180°
B+ p’ =180°
y +y' =180°
+ Két oldal 6sszege mindig nagyobb a harmadik oldalnal:
at+b>c

atc>b
b+c>a



Egyenloszari haromszog Szabalyos haromszog

Van 2 egyenlo szara Minden oldala egyenlo
y:s5zarszog Minden szoge 60°
Alapon fekvo szdgei ugyanakkorak 3 szimmetria tengelye van

1 szimmetria tengelye van

Szimmetria tengelye = az alap Szimmetria tengelyei = az oldalak
oldalfelezé merdlegesevel oldalfelezé merolegeseivel
+1: Ezek egy pontban metszik egymast

Pitagorasz tétel
befogd1? + befog62? = atfogd?
a’® + b? = ¢?

Befogd

Haromszogek keriilete

« Keriilet jele: K
K=a+b+c

- Felkeriilet jele: s

K a+b+c
§F ==
2 2

« Specidlis haromszogek kertiletei:

» Egyenl6szar haromszog: K = a + 2b

» Szabalyos haromszdg: K = 3a



Haromszogek teriilete

Hagyomanyos modszer

Szoggel szamitva

Héron képlet

b m c b c b c
a a a
_alap - magassag T=ys-(s—a)-(s—b)-(s—¢)
B 2 _a-b-siny s: félkeriilet
T:a-m 2 _at+b+c
+2 Képlet:
T=s'r
. ) a+b+c
s: félkeriilet - s = —

r:beirhat6 kor sugara

a'b-c
4R

T =

R: koré irhaté kor sugara




Haromszogek magassaga

Egyenlészaru haromszog

Szabalyos haromszog

Derékszogii haromszog

a a
2 9

Pitagorasz tétel:
2

(g) + m? = b?
)
L_am

2

Pitagorasz tétel:

(g)z +m? = a?

2
2
a
2 _ 42
m a 4
3a?
2
m=T
V3
m—z a




Haromszogek vonalai

Szogfelez6 egyenesek

Oldalfelezé merdleges egyenesek

Felezi a szoget
A 3 szdgfelez6 egyenes egy pontban metszi egymast

Ez a metszéspont a haromszogbe irhatd kor koézéppontja

Jelsljiik be az oldalfelezd pontokat

Allitsunk merblegest a oldalakra, igy hogy dtmenjen ezeken a pontokon

Az oldalfelezd merdlegesek is egy pontban metszik egymast

Ez a pont lesz a koré irhato kor kozéppontja




Derékszogi haromszog oldalfelezé meroleges egyenesek

Jeloljiik be az oldalfelez6 pontokat

Allitsunk merdlegest az oldalakra, amik a felez6kon mennek at
Itt is egy pontban metszik egymast

A metszéspont pont az atfogé felezopontjara esik

A koré irhato kor kozeéppontja mindig az atfogo felére esik

A koré irhato kor sugara mindig az atfogo fele lesz: R = g

Sulyvonalak

Jeloljiik be az oldalfelez6 pontokat

Kossiik dssze Oket a szemkozti csticsokkal

Ezek is egy pontban metszik egymast (Silypont)
Sulypont: Az a pont, ahol ha megtamasztjuk a testet, az egyensulyban lesz
Sulypont 2:1 aranyban osztja fel a silyvonalakat
Sulypont a stlyvonalak harmadolopontja

Sulyvonalak nem ugyanolyan hossztiak! (Csak szabalyos haromszognél)




Magassagvonalak
+  Allitsunk merdlegest minden csticsbol a vele szemkozti oldalra c

» Ezek is egy pontban metszik egymast (Magassagpont)

Szabalyos haromszog

+ Szabédlyos hdromszogekben a szogfelez6 egyenesek, az
oldalfelezé merdlegesek, a sulyvonalak, a magassdgvonalak egybe
esnek, ezaltal a metszéspontjaik is

«  Astlypont itt is 1:2 ardnyban osztja fel a stilyvonalakat

+  Astlyvonalak egyenld hossziiak lesznek




Négyszogek

Négyszégek

Négvszbg: Olyan sikidom, aminek 4 oldala és
4 csficsa van.

Trapéz: Olyan négyszog, aminek van két
egymassal pairhuzamos oldala.
Paralelogramma: Olyan négyszog, aminek
szemkdzti oldalai pirhuzamosak.

Rombusz: Olyan négyszdg, aminek minden
oldala egyenld.

Téglalap: Olyan négyszdg, aminek minden
szoge derékszog.

Négvzet: Olyan négyszog, aminek minden
szoge derékszodg, és minden oldala egyenld.
Deltoid: Olvan négyszog, aminek egyik atloja
szimmetriatengely.

Deltgid

= Cstcsok: ABC nagy bettii figyelve koriil jarasra

» Szbgek: Hasonldan, mint haromszdgeknel, D cslicsnal §
» Oldalak: Nincs ra szabaly

» Belso szogek dsszege: 360° = a +f +y + 6 = 360°

»  Belso és kiils6 szdgek: Ugyanugy, mint haromszdgeknél, az dsszegiik 180° a+a’ =180
g+ p' =180°
y +y' =180°

6 +4'=180°




Trapéz
» Azonos szaron fekvo szogei dsszege 180°
- Atloi nem egyenlo hosszlak, nem felezik egymast

Szimmetrikus trapéz (hirtrapéz) Derékszogii trapéz
* AKkét szara egyenl hosszl _* Van 2 derekszoge
* Az atloi egyenld hossziak * Atlok nem egyenld hosszuak
* | szimmetria tengelye van * Nincs szimmetria tengelye
* Alapon fekvo szdgei egyenléek

D i c

Paralelogramma

« Szemkozti oldalai parhuzamosak és ugyanolyan hossziiak
+  Atloi felezik egymast

« Az egy oldalon fekv( szdgeinek az dsszege 180°

«  Aszemkozti szogei egyenléek




Rombusz

+ Paralelogramma és a trapéz minden tulajdonsaga igaz ra
+ Minden oldala egyenld

«  Atl6i merélegesek egymasra

b a [

Paralelogramma

Szemkozti oldalai parhuzamosak
és ugyanolyan hosszuak

Atloi felezik egymast

Az egy oldalon fekvd szdgeinek
az dsszege 180°

« A szemkozti szdgei egyenlSek

Téglalap

» Paralelogramma és a trapéz minden tulajdonsiga igaz ra
» Minden szbge derékszog

» 2 szimmetria tengelye van, az oldalak felez6k pontjainal

a C
Paralelogramma
» Szemkozti oldalai parhuzamosak
¢€s ugyanolyan hossziiak

«  Atloi felezik egymast
* Az egy oldalon fekvl szdgeinek
az dsszege 180°

» A szemkozti szdgei egyenloek

Deltoid

+ Az egyik atloja szimmetria tengely

+ Szomszédos oldalai ngyanolyan hossziak

»  Szemkozti szogei ugyanakkorak (szimmetria tengely kiilonboz6 oldalain 1évék)
+ Szimmetria tengely felezni fogja azokat a szdgeket, amiken atmegy

«  Atlok merdlegesek egymasra

* Az az atlo, ami a szimmetria tengely, felezni fogja a nem szimmetria tengely atlot
D




Négyzet

» Trapéz, paralelogramma, téglalap, rombusz, deltoid minden tulajdonsiga igaz

ra

«  Atloi felezik a szogeket

» Osszesen 4 szimmetriatengelye van:
= a2 oldalfelezo, ésa 2 atlo

Négyszogek keriilete

Deltoid
+ Az egyik atloja szimmetria tengely

+ Szimmetria tengely felezni fogja
azokat a szogeket, amiken dtmegy

| Téglalap

+ Minden szdge derékszog

+ 2 szimmetria tengelye van, az
oldalak felez6k pontjainal
Rombusz

+ Minden oldala egyenld

+  Atl6i merélegesek egymésra

Paralelogramma

+  Szemkozti oldalai parhuzamosak
¢és ugyanolyan hosszuak

«  Atloi felezik egymast

+ Az egy oldalon fekvd szogeinek
az dsszege 180°

« A szemkozti szogei egyenldek

Trapéz Paralelogramma Rombusz Téglalap Deltoid Négyzet
c a a a
a a a
Négyszog d b b a
/—\ /713 AN EoR a
a a a a a
K=a+a+b+b K=a+a+b+b |K=a+a+b+b
Keriilet K=a+b+c+d K=2a+2b K =4a K=2a+2b K=2a+2b K =4a
K=2-(a+Db) K=2-(a+b) K=2-(a+b)
Négyszogek terulete
Trapéz Paralelogramma Rombusz Téglalap Deltoid Négyzet
C a a
a
Négyszog dfi b b a
im m b a b b
!
a a a a
adte T—a-m T=a? sina
Keriilet T= 5 m T—a b-sina T:? T=a-b




Kor

Kor

Korcikk

Kozéppont: O vagy K
Sugér: r vagy R
Atméré: d vagy D
D=2-R

Keriilet: K
K=2-R-m=D-m
Teriilet: T

T=R2-n’:(§)2-n:‘f~n

Ivhossz: i

. a (13 a
i= K= .2.R-mT = .
360° 360° 180°

Korcikk: Tke

Tor=——.T=—"2_.R2.q1
KC ™ 360° 360°

iR

Ter =
KC 2

Korszelet

Korszelet: Tz

a
360°

R%sina

R*-T

Tysz =Tge—Ta=

Ha ismert két oldal és az altaluk bezart szog:

T

_a-b-siny

2

Koérgytiri

Korgylirli: Tygy

P D* d* D*-d?
Tay(atmero)=TN7TK=:-H:7:-1I= PR

Toy (sugdr) =R* m—r2-m=(R*-1?)mw
Nagy kor atmér6je: D

Kis kor atméréje: d

Falvastagsag: t

2
Tey = t2-ml 7,



Térgeometria

Téglatest

Kocka

Felszin (A):

3-féle oldal, minden oldalbol 2 db (egymadssal szemben)

Also és felso lapok tertilete: a - b

Jobb és bal lapok teriilete: b - ¢

Szemkozti és hatso lapok teriilete: a - ¢
A=2-a-b+2-b-c+2-a-c=2-(a-b+hb-c+a-c)
Térfogat (V):

V=a-b-c

Felszin (A):

2-féle oldal — Alaplap 2 db. Oldallap 4 db
Alaplapok teriilete: a - a = a?

Oldallapok teriilete: @ - b
A=2-a’+4:a-b

Térfogat (V):

V=a-a-b=a?-b

Felszin (A):

1-féle oldal — 6 db
Lapok teriilete: a - a = a?
A=6- a2

Térfogat (V):

V=a-a-a=a




Hasab

Alaplapok tertilete: T,
Oldallapok teriilete: To = a - h
Palast: Oldallapok teriiletének dsszege = Tp = n - T
A=2-T,+T,
Térfogat (V):
V=T4-h

Henger

Alapja: Kor
Felszin (A):

dz

Alaplapok tertilete: T, = r* - 7 (: =@

4

Palast teriilete: Tp =K-h=2-r-m-h

)

r
A=2-T,+Tp=7>-w+2-r-mw-h
Térfogat (V):
V=T, -h=7r%m-

h

Elnevezés: Alaptol fiigg (Haromszog alaph hasab, Otszog alapu hasdb, Hatszog alapl hasab stb.)
Felszin (A):
2-féle oldal — 2 db Alaplap, annyi oldallap, ahany cslicsa van az alaplapnak (n)

-
-
Ly
.
et
-t
=

-----




Gula

+  Elnevezés: Alaptol fiigg (Haromszog alapt gila, Négyzet alaph gila stb.)

+  Felszin (A):

+ 2-féle oldal — 1 db Alaplap, annyi oldallap, ahany csticsa van az alaplapnak (n)

= Alaplap terfilete: T,

= Oldallapok teriilete: Tp, = %

= Palast: Oldallapok teriiletének dsszege - Tp =n- Ty
+ A=2-T,+Tp

» Térfogat (V):

_Tah

-V
3

Szétnyitva: Szembél:
a

3|
2

Kup

* Felszin (A):

+ 2-féle oldal — 1 db Alaplap, 1 db palast
+ a:alkotod

» Alaplap teriilete: T, =12 -

2
* A=T,+Tp=72>-mm+r-M-Q
= Terfogat (V):

V= Tah
3

. Palést:TP:%:E:kRﬂ:r-n-a

Szétnyitva: Szembél:




Csonkagula

Szétnyitva: ¢ Szembél:
C C
a
¢ a|l T +--c
a
a
Cc

Csonkakip

Felszin (A):
3-féle oldal — 1 db Nagy alaplap, 1 db Kis alaplap, annyi oldallap, ahany csticsa van az alaplapnak (n)
Nagy alaplap tertilete: T
Kis alaplap tertilete: £

atc

Oldallapok teriilete: T = S om

Palast: Oldallapok teriiletének 6sszege - Tp =n - T,
A=T+t+T,
Térfogat (V):

V= (T+JT+:)-I|

Felszin (A):
3-féle oldal — | db Nagy alaplap, 1 db Kis alaplap, 1 db palast
Nagy alaplap teriilete: T = R*w

Kis alaplap teriilete: £ = r2m

Palast: Tp = (R+ 1) a '@
A=T+t+Tp=R*mw+r’nmn+(R+1r)-a@

Térfogat (V):

_ (RZ+R-r+r2)-h-n

V=
3

Szétnyitva: Szembél: r r

Gomb

Felszin (A):
A=4-R*-m
Térfogat (V):

_ 4Ri=m
3

v




Vektorok

Jelolés:

a

QI

Vektorok megadasa:

a(2;1)

a=(21)
a=(2i+1j+0k)
3

()

IS
I

]
Il

Miivelet Szabaly Példa
el el o= 2=
Osszeadas i b, ‘@, + b, - 3 2 5

at+b=|[ |+ by]=_ay+by a+b=;]+[5]=[7]
a b ]
=gl =l o=l o=
a b a, —b
Kivonas a-b= [a;] - [b;] B -Z; - b:’ a-b= [3] B [g] - [—13]
p-a=[]-lal=[p:a] | 2me=ll-LI=[5]
a-b=-(b-a)




Miivelet Szabaly Példa
A B
R PR
Ay B, a=i].  B=[
_Bx Ax_Bx_Ax] _5 2_3
AB = [By] [Ay] - [By —4, AB = [5] [1] B [4]
Két pont A B A. — B _ 12 51 _ -3
ivolsa BA:[x]_[x]:[x x] Ba=[%-[2] ="
tavolsaga A, B, A, - B, [1] [5] [ 4]
Kétpont tavolsaga: Kétpont tavolsiga:
|AB|=|BA|=\/AB,CZ+ABJ,2 |AB| = /32 + 42 —+25 =5
ax
a=|q) a=4
1
Vektor hossza
la] = /axz+ay2 la| =42 + 11 =17
Ay [bx] 2 3
a = ) b= a= , b =
Skalaris szorzat o [ay = by = 7] = [5]
a-b=2-3+7-5=41

= |b,® +b,*
Két vektor altal ,
Képlet 5 .
bezart szog eple Keplet
ab=la 1 cosa a-b=|a|-|b|-cosa
Rendezés cos a-ra —7 =+10- COS &
Ha a skalaris szorzat: -7
——=cosa
e Pozitiv—- 0° < a < 90° V130
e 0-a=90° —0,614 = cosa
Negativ -90°< a<180° 127,875° —a
_[5 I3
a=[3] e=[r] a=a] m={
Ayl B, ~5+3 8 4
x =0 = — =
Felezopont = Ax + By 2 2
2 _ —-1+3 _ 2 B
A, +B, Yooz 2
y = 2 _ 4
F= [1]




Miivelet Szabaly Példa
t _[4
. [Ax] B [Bx] A= [2] B= [5]
Ay ' B, A-hoz kozelebbi:
A-hoz kozelebbi: _ 2:1+4 _ 6 _
g 2 At By =3 T3
=3 g _2245_9_
2-4,+B = 3 T3
Harmadolépont Hy, =—2Y Y
P 1y 3 B-hez kizelebbi:
B-hez kozelebbi: _ 1+2-4 _ 6 _
_A,+2'B, T3 73
22 =73 _2+42-5 12
A,+2-B, T3 T30
Hyy = 3 H. = [2 H, = 3
1 3 ) 2 4
1 8
A B A= [ ] B = ]
A = [ x]’ B = [ x] 2 ’ 2
Ay B,

A-hoz kozelebbi:
B (n—1)-A,+B,

5-0do16 pont
A-hoz kozelebbi:

4-34+8
1x n 1x: 5 =
—-1)-A B
n-edelé pont 1y:(n )4y + By 4:2+42
n =g =
B-hez kizelebbi: B-hez kozelebbi:
r, At @-1 B 1+4-8 33
- n Tw=—5 =%
Zy n sz=T=
A B C
Ay By Cy 4 [4]’3 [5]’C [—3]
A, +B,+C, -2+1+4 3
x =———F/———— x=—=—=1
Sulypont 3 3 3
P A, + B, +C, 445+ (=3) 6
y 3 y 3 3
S, _[1
sz[sy] S—[z]




Egyenes egyenlete

m=[ 5] = [

m =[] =[a,]

Miivelet Szabaly Példa
[ L
Iranyvektor V1= [ ] V1= [g]
o[ -l
A= [} a=[t
B .
Irényvektror 2 b- [Bx] o= g
e o N  E  E e e A e R
a7 =[] - [B] - [ 2B 2| e[ -
a= [ay] a= B]
w=[a] 7=l
Meredekség _
=|a] gl
I m=2
Vy 5
a =g, a=[]
v =[a] vi=[3
Normalvektor v, = [:Zﬂ V2 = :;]




Miivelet Szabaly Példa
ny] _I5
n= n-=
[, b
P= [)’0] 2
Egyenes egyenlete P olyan pont, ami rajta van az Egyenes egyenlete:
egyenesen. 5:x+1-y=5-(-3)+1-2

Egyenes egyenlete:

Ny X+n,-y=n, XxXo+n, Yy,

5 +y=—-15+2
5x+y=-13

Két egyenes
metszéspontja

el: x+y=3
e2: 2x +3y =4

Egyenletrendszerként oldjuk meg.

Két egyenes viszonya

Metszik egymast — 1 metszéspont  Egymasra merolegesek— 1 metszéspont

m, + my
v, + Vg
n, + ny

Két egyenes tavolsaga

m, * Mg
Ve =Ny
n, =vy

Parhuzamosak— 0 metszéspont

m, =mg
Ve = Vg
n, =nyg

Metszik egymast — 1 metszéspont  Egymasra merolegesek— 1 metszéspont  Parhuzamosak— 0 metszéspont

Nem szamolunk tavolsagot

Nem szamolunk tavelsagot Csak itt szimolunk tavolsagot




Két egyenes tavolsaga

Felvesziink egy tetsz6leges pontot az egyik egyenesen (P)
Merdlegest allitunk erre a pontra, igy megkapjuk g egyenletét
e és g egyenesek metszéspontja lesz H

A két egyenes tavolsaga H és P pontok tdvolsagaval egyezik meg

Pont és egyenes tavolsaga

Ugyanaz, mint egyenes és egyenes tivolsaga, csak elején nem
kell pontot felvenni

Merdlegest allitunk erre a pontra, igy megkapjuk g egyenletét
e és g egyenesek metszéspontja lesz H

A pont és egyenes tavolsaga H és P pontok tavolsagaval
egyezik meg

Két egyenes hajlasszioge

Két egyenes altal bezart szog kiszamitasat visszavezethetjik
két vektor altal bezirt szoghoz: @ - b = |a| - |b| - cosa

v, Uy = V| - |vg| - cosa

n,-ng=|n,||ngcosa




Oszthatosag

Egy szam oszthato:

2-vel: Ha paros (utolso szamjegye 0 vagy 2 vagy 4 vagy 6 vagy 8).

3-mal: Ha szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal.

4-gyel: Ha az utolsé két szamjegyébol képzett kétjegyli szam oszthato 4-gyel.
5-tel: Ha az utols6 szamjegye 0 vagy 5.

6-tal: Ha az oszthato 2-vel és 3-mal is = Paros (utols6 szamjegye 0 vagy 2 vagy 4
vagy 6 vagy 8) és szamjegyeinek Osszege oszthaté 3-mal. Mind a két feltételnek
teljestilnie kell, nem elég, ha csak 2-vel oszthat6, de 3-mal nem, vagy forditva. El0szor
mindig a 2-vel valo oszthatosagot nézziik meg, mert az ranézésre latszik, ha nem paros
a 3-mal val6 oszthatosagot felesleges megvizsgalnunk.

7-tel: Van ra szabaly, de nagyon maceras, itt irdsban lehet megnézni, hogy oszthat6-e
7-tel.

8-cal: Ha az utolsé harom szamjegyébdl képzett haromjegyi szam oszthat6 8-cal.
9-cel: Ha szamjegyeinek 6sszege oszthato 9-cel.

10-zel: Ha az utols6 szamjegye 0.

Tovabbi oszthatosagok szorzatként jonnek ki:

12-vel: Ha oszthat6 3-mal és 4-gyel.
14-gyel: Ha oszthat6 2-vel és 7-tel.
15-tel: Ha oszthat6 3-mal és 5-tel.
18-cal: Ha oszthat6 2-vel és 9-cel.

24-gyel: Ha oszthato 3-mal és 8-cal.

Oszthat6sagi szabalyok 40-ig: Google — Oszthatdsagi szabalyok



Szamtani sorozat

a, — els6 tag

d — dif ferencia, killonbség
a,=a,+(n—-1)-d

a, —n. tag

as=a;+4-d

_(2a1+(n—1)-d)-n_(a1+an)-n
no 2 B 2

S, —azels6ntag 6sszege

55:a1+a2+a3+a4+a5

Mértani sorozat
a; —elsé tag

q — kvéciens, hanyados
ap=a; - q"*

a, —n. tag

az = a, - q*

q" -1

q—1

Sp=0ay"

Sn, —azelsdntag 6sszege

55=a1+a2+a3+a4+a5



