Geometriai transzformaciok

Tengelyes tiikrozés
Az az egyenes, amire tlikroziink, a tiikortengely, altalaban t-vel szoktuk jeldlni

Barmit is szeretnénk tiikkrozni (félegyenes, egyenes, szakasz, alakzat, sikidom, sokszog),
mindig a pontokat fogjuk tiikrozni, a pontok tiikorképeit pedig a megfeleld sorrendben
Ossze fogjuk kotni

Pontok tiikrozése: A pontbol merdlegest allitunk a tiikortengelyre, ezt
meghosszabbitjuk, és ahol metszi a tiikortengelyt, ott belesztrjuk a kérzonket, kinyitjuk
akkordra, mint a metszéspont és az eredeti pont tdvolsiga, és a tiikkdrtengely masik
oldaldn elmetssziik a merdlegest

A pont tiikdrképe ugyanolyan tavol lesz a tiikkortengelyt6él, mint az eredeti pont
A pont tiikorképét *-vel jeldljiik (Ha A pont volt az eredeti pont, a tiikorképe A’ lesz)
Minél kozelebb van a pont a tiikkdrtengelyhez, annél kdzelebb lesz a tiikorképe is

Szakaszok tiikrozése: A szakasz két végpontjat tiikkrozziik, majd 6sszekdtjiik ezeket

Félegyenesek tiikrozése: Kivalasztunk egy tetszéleges pontot a félegyenesen, ezt és a
félegyenes kezddpontjat tiikrozziik, majd 0sszekotjiik dket, az dsszekotésnél tovabb
fogjuk huzni a vonalat

Egyenesek tiikrozése: Kivalasztunk két tetszleges pontot az egyenesen, ezeket
tikkrozziik, a pontok tiikkorképeit 6sszekotjiik meghosszabbitva

Sokszogek tiikrozése: A sokszog minden pontjat tiikrozziik, majd ezeket a megfeleld
sorrendben 6sszekotjiik (ugyanolyan sorrendben, mint az eredeti alakzat esetén)

Kor tiikrozése: A kor kdzéppontjat tiikrozziik, a korzénket beleszurjuk az eredeti kor
kozéppontjaba, kinyitjuk sugarnyira, a tiikorkép kozéppontjaba beleszurjuk, €s korziink

Tengelyes tiikrozés specialis esetei

Pont: Ha a pont a tiikdrtengelyen van, akkor a pont és a tiikorképe megegyezik
egymassal

Szakasz: Ha a szakasz a tiikortengelyen van, akkor a szakasz és a tiikorképe megegyezik
egymassal

Egvenes: A tiikdrtengellyel parhuzamos egyenes tiikdrképe is parhuzamos lesz a
tilkortengellyel

Egyenes: Abban a pontban, ahol az egyenes metszi a tiikkortengelyt, ott fogja metszeni
a tikorképe is a tiikortengelyt (ez lesz az egyik valasztott pont)



Egyenes: Ha az egyenes rajta van a tiikortengelyen, akkor az egyenes ¢és a tiikorképe
megegyezik egymassal

Egvenes: Ha az egyenes merdleges a tiikkortengelyre, akkor az egyenes és a tiikkorképe
megegyezik egymassal

Tengelyesen szimmetrikus sokszogek: Ha a sokszog ugy helyezkedik el, hogy a
szimmetriatengelye egybeesik a tiikortengellyel, akkor a sokszog és a tiikorképe
megegyezik egymassal

Kor: Ha a kor kozéppontja rajta van a tiikortengelyen, akkor a kor és a tiikorképe
megegyezik egymassal

Kor: Ha a kor érinti a tiikortengelyt, akkor a tiikorképe ugyanabban a pontban fogja
érinteni a tiikkdrtengelyt, mint az eredeti alakzat

Kor: Ha két pontban metszi a tiikortengelyt, akkor a tiikorkép ugyanebben a két pontban
fogja metszeni a tiikkortengelyt

Tengelyes tiikrozés tulajdonsagai

Egvenestarté: Egyenes képe egyenes
Tavolsagtartd: A szakaszok hossza nem valtozik a tiikrdzés soran

Szogtartd: A szogek nagysdga nem valtozik a tliikr6zés soran
Kortarté: Kor tiikorképe is kor lesz

Egybevagdsagi transzformacié: Az alakzat és a tiikorképe egybevagodak lesznek
egymassal (ugyanolyanok)

Egybevagosag jele: =

Megfordithaté transzformacié: Ha a tiikkr6zés soran A pont tiikkorképe A’ lett, akkor A’
tiikorképe A lesz

Megviltoztatia a koriiljdrasi iranyt: Ha az eredeti alakzat esetén az Oramutatd
jérasaval megegvez6 iranyba kotottiik dssze a pontokat, akkor a tiikkdrkép esetén az
Oramutatd jarasaval ellentétes iranyba fogjuk Osszekotni a pontokat (Ha az eredeti
alakzatnal az 6ramutat6 jarasaval ellentétes iranyba kotottiik 6ssze a pontokat, akkor a
tiikorképnél az oramutato jarasaval megegyezo iranyba fogjuk 6sszekdtni a pontokat)




Kozéppontos tiikrozés
Az a pont, amire tiikroziink, a szimmetriakozéppont, altalaban K-val szoktuk jeldlni

Bérmit is szeretnénk tiikrozni (félegyenes, egyenes, szakasz, alakzat, sikidom, sokszdg),
mindig a pontokat fogjuk tiikrozni, a pontok tiikorképeit pedig a megfeleld sorrendben
Ossze fogjuk kotni

Pontok tiikrézése: A pontot 6sszekotjiik a K kozépponttal és meghosszabbitjuk, a pont
tilkorképe a meghosszabbitott egyenesen lesz ugyanolyan tavolsagra K-tol, mint az
eredeti pont

A pont tiikkorképe ugyanolyan tavol lesz a kozépponttol, mint az eredeti pont
A pont tiikorképét ’-vel jeldljiik (Ha A pont volt az eredeti pont, a tiikkorképe A’ lesz)
Minél kézelebb van a pont a kozépponthoz, annal kdzelebb lesz a tiikkdrképe is

Szakaszok tiikrozése: A szakasz két végpontjat tiikkrozziik, majd 6sszekdtjiik ezeket

Félegyenesek tiikrozése: Kivalasztunk egy tetszéleges pontot a félegyenesen, ezt és a
félegyenes kezddpontjat tiikrozzik, majd 0sszekotjiik oket, az 6sszekotésnél tovabb
fogjuk huzni a vonalat

Egvenesek tiikrozése: Kivalasztunk két tetszdleges pontot az egyenesen, ezeket
tiikrozziik, a pontok tiikkdrképeit 6sszekotjiik meghosszabbitva

Sokszogek tiikrozése: A sokszdg minden pontjat tiikrozziik, majd ezeket a megfeleld
sorrendben 6sszekotjiik (ugyanolyan sorrendben, mint az eredeti alakzat esetén)

Kor tiikrozése: A kor kozéppontjat tiikkrozziik, a kdrzénket beleszlrjuk az eredeti kor
kbézéppontjaba, kinyitjuk sugarnyira, a tiikkorkép kozéppontjaba beleszlrjuk, és korziink

Kozéppontos tiikkrozés specialis esetei

Pont: Ha a pont a kozépponton van, akkor a pont és a tiikkorképe megegyezik egymassal

Szakasz: Ha a szakasz atmegy a kozépponton, és a felezOpontja egybeesik
kozépponttal, akkor a szakasz €s a tiikkorképe megegyezik egymassal

Szakasz: Ha a szakasz egyik végpontja a kozépponton van, akkor csak a masik
végpontjat kell tiikrozni

Szakasz: Ha a szakasz nincs rajta a kozépponton, akkor a szakasz €s a tiikorképe
parhuzamos lesz egymassal, de a pontok felcserélddnek

Egyenes: Ha az egyenes nem megy at a kozépponton, akkor az egyenes ¢s a tiikorképe
pahuzamos lesz egymassal

Egyvenes: Ha az egyenes atmegy a kozépponton, akkor az egyenes és a tlikorképe
megegyezik egymassal



Kozéppontosan szimmetrikus sokszogek: Ha a sokszog tgy helyezkedik el, hogy a
kézéppontja (atlok metszéspontja) egybeesik a szimmetriakozépponttal, akkor a
sokszog ¢és a tiikorképe megegyezik egymassal

Kor: Ha a kor kozéppontja egybeesik a szimmetriakdzépponttal, akkor a kor és a
tiikkorképe megegyezik egymassal

Kor: Ha a korvonalon van a szimmetriakozéppont, akkor a tiikorkép ugyanugy at fog
menni a kozépponton, és a kozéppontban fogja érinteni az eredeti kort

Kor: Ha a szimmetriakozéppont a korvonalon beliill van, akkor kornek és a
tiikorképének két metszéspontja lesz

Kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai

Egvenestarté: Egyenes képe egyenes
Tavolsagtartd: A szakaszok hossza nem valtozik a tiikrdzés soran

Szogtarté: A szogek nagysaga nem valtozik a tiikrozés soran
Kortart6: Kor tiikorképe is kor lesz

Egybevagdsagi transzformacié: Az alakzat és a tiikorképe egybevagodak lesznek
egymassal (ugyanolyanok)

Egybevagosag jele: =

Megfordithaté transzformacié: Ha a tiikkr6zés soran A pont tiikkorképe A’ lett, akkor A’
tikkorképe A lesz

Nem valtoztatia meg a koriiljarasi iranyt: Ha az eredeti alakzat esetén az dramutato
jérasaval megegyez6 iranyba kotottiik dssze a pontokat, akkor a tiikorkép esetén is az
Oramutatd jarasaval megegyez6 iranyba fogjuk 6sszekdtni a pontokat (Ha az eredeti
alakzatnal az 6ramutat6 jarasaval ellentétes iranyba kotottiik ssze a pontokat, akkor a
tiikorképnél is az Oramutato jarasaval ellentétes irdnyba fogjuk dsszekotni a pontokat)




Tengelyesen szimmetrikus sokszogek vs kozéppontosan
szimmetrikus sokszogek

Tengelyesen Kozéppontosan

Paratlan csicsi

Szabalyos sokszigek

Paros csicsu

Eltolas
Az eltolas egy geometriai transzformacid, ugyanugy, mint a tiikkrozés
Eltolast vektorok segitségével tudunk megadni

Barmit is szeretnénk eltolni (félegyenes, egyenes, szakasz, alakzat, sikidom, sokszog),
mindig a pontokat toljuk el, a pontok képeit pedig a megfeleld sorrendben 6sszekdtjiik

Pontok eltoldsa: A pontot a megadott vektorral eltoljuk jobbra/balra, valamint
felfelé/lefelé

A pont eltolasi utani képét ’-vel jeloljiikk (Ha A pont volt az eredeti pont, az eltolt kép A’
lesz)

Minél kisebb az eltolas vektora, annal kdzelebb lesz az eredeti pont és a pont képe

Szakaszok eltoldsa: A szakasz két végpontjat eltoljuk, majd osszekdtjiik ezeket

Félegyenesek eltoldsa: Kivalasztunk egy tetszéleges pontot a félegyenesen, ezt és a
félegyenes kezddpontjat eltoljuk, majd osszekdtjiik dket, az 6sszekdtésnél pedig tovabb
huzzuk a vonalat

Egyenesek eltolasa: Kivalasztunk két tetszOleges pontot az egyenesen, ezeket eltoljuk,
a pontok képeit 6sszekotjiik meghosszabbitva

Sokszogek eltolasa: A sokszog minden csucsat eltoljuk, majd ezeket a megfeleld
sorrendben Osszekdtjiik (ugyanolyan sorrendben, mint az eredeti alakzat esetén)

Kor_eltolasa: A kor kozéppontjat eltoljuk, a korzonket beleszarjuk az eredeti kor
kozéppontjaba, kinyitjuk sugarnyira, az eltolt kézéppontba beleszirjuk és korziink



Eltolas tulajdonsagai

Egvenestarté: Egyenes képe egyenes
Tavolsagtartd: A szakaszok hossza nem valtozik a eltolas soran

Szogtartd: A szogek nagysaga nem valtozik a eltolds soran
Kortart6: Kor eltolt képe is kor lesz

Egybevagosagi transzformacié: Az alakzat és az eltolt képe egybevagoak egymassal
(ugyanolyanok)

Egybevagosag jele: =

Eltolés soran nincs fix pont (mint tiikr6zések soran volt), hacsak az eltolas vektora nem
nullvektor

Nem _valtoztatja meg a koriiljarasi iranyt: Ha az eredeti alakzat esetén az éramutato
jarasaval megegyezé iranyba kotottiikk dssze a pontokat, akkor az eltolt esetén is az
oramutatd jarasaval megegvezo iranyba fogjuk 6sszekotni a pontokat (Ha az eredeti
alakzatnal az dramutato jarasaval ellentétes irdnyba kotottiik 6ssze a pontokat, akkor az
eltolt képnél is az dramutato jarasaval ellentétes iranyba fogjuk 6sszekotni a pontokat)

Forgatas
A forgatéds egy geometriai transzformacid, ugyantgy, mint a tiikr6zés vagy az eltolas
Forgatast egy forgatéasi pont €s egy forgatasi szog segitségével tudunk megadni

Bérmit is szeretnénk forgatni (félegyenes, egyenes, szakasz, alakzat, sikidom, sokszdg),
mindig a pontokat forgatjuk el, a pontok képeit pedig a megfeleld sorrendben
Osszekotjiik

Pontok forgatiasa: A pontot és a forgatasi pontot 0sszekdtjiik egymadssal, a korzonket
beleszurjuk a forgatasi pontba, és kinyitjuk akkorara, mint a forgatasi pont €s a pont
tavolsdga, majd korziink ezzel a korivvel, ezutdn a forgatasi szoget vagy
megszerkesztjiik, vagy szogmérd segitségével felmérjiik, és ahol a koriv és a
megszerkesztett/felmért egyenes metszi egymast, ott lesz a pont elforgatott képe

A pont elforgatott képét ’-vel jeldljiik (Ha A pont volt az eredeti pont az elforgatott kép
A’ lesz)

Szakaszok forgatisa: A szakasz két végpontjat elforgatjuk, majd 6sszekdtjiik ezeket

Félegyenesek forgatasa: Kivalasztunk egy tetszéleges pontot a félegyenesen, ezt és a
félegyenes kezdOpontjat elforgatjuk, majd 6sszekotjiik oket, az Osszekdtésnél pedig
tovabb huzzuk a vonalat

Egvenesek forgatasa: Kivalasztunk két tetszéleges pontot az egyenesen, ezeket
elforgatjuk, és a pontok képeit 6sszekotjiik meghosszabbitva




Sokszogek forgatasa: A sokszog minden csucsat elforgatjuk, majd ezeket a megfeleld
sorrendben 0sszekdtjiik (ugyanolyan sorrendben, mint az eredeti alakzat esetén)

Kor forgatasa: A kor kozéppontjat elforgatjuk, a kdrzénket belesztrjuk az eredeti kor
kbézéppontjaba, kinyitjuk sugarnyira, majd az elforgatott kozéppontba beleszlrjuk, és
korziink

Ha a kor kézéppontja a forgatasi pont, akkor a kor és az elforgatott képe megegyezik
egymassal

Forgatas tulajdonsagai

Egyenestarto: Egyenes képe egyenes
Tavolsdgtart6: A szakaszok hossza nem valtozik a forgatas soran

Szogtarto: A szogek nagysaga nem valtozik a forgatds soran
Kortarto: Kor elforgatott képe is kor

Egybevagdsagi transzformdacié: Az alakzat ¢és az elforgatott képe egybevagdak
egymassal (ugyanolyanok)

Egybevagosag jele: =

Forgatas soran egy fix pont van, ami a forgatasi pont (Ha az eredeti pont és a forgatasi
pont egybeesnek, akkor az eredeti pont és a forgatott pont megegyezik egymassal)

Nem valtoztatia meg a koriiljarasi iranyt: Ha az eredeti alakzat esetén az dramutato
Jjarasaval megegyezo irdnyba kotottiik ssze a pontokat, akkor az elforgatott kép esetén
is az oramutatd jardsaval megegvez6 iranyba fogjuk Osszekotni a pontokat (Ha az
eredeti alakzatnal az 6ramutaté jarasaval ellentétes irdnyba kotottiik 6ssze a pontokat,
akkor az elforgatott képnél is az Oramutatd jarasaval ellentétes iranyba fogjuk
0sszekotni a pontokat)

Geometriai transzformaciok osszefoglalasa

Tengelyes tiikrozés | Kozéppontos tiikrozés Eltolas Elforgatas
Egyenestarto §/ V \/ \/
Tévolsigtarto v v v v
Szogtartd W v 4 4
Kortarto LV v v d v 4
Egybevagosagi transzformécio v 4 v d v d v 4
Koriiljarasi irdny Megvaltoztatja Nem viltoztatja meg | Nem valtoztatja meg | Nem valtoztatja meg




Kicsinyités/Nagyitas
Kicsinyités/Nagyitas esetén kozéppontos tiikrozéshez hasonlo 1épéseket csinalunk
Mi az eltérd a kdzéppontos tiikrozéshez képest?
A pontot 9sszekotjiik a kdzépponttal, de nem tovabb hizva hosszabbitjuk meg, hanem
a masik iranyba
Nem ugyanazzal a korivvel korziink, mint a kdzéppont €és a pont tdvolsaga, hanem
nagyobbal (nagyitas), vagy kisebbel (kicsinyités)

Pontok tavolsaginak kicsinyitése/nagyitasa: A pontot és a kozéppontot 6sszekotjiik
egymassal, a pont felé meghosszabbitjuk az egyenest, majd kinyitjuk nagyobbra, vagy
kisebbre, mint a kozéppont és a pont tdvolsaga (Pl.: Ha 2-szeresre szeretnénk nagyitani
¢s a kozéppont és pont tavolsaga 2 cm volt, akkor 4 cm-nyire nyitjuk ki a korzonket,
ha 2-szeresre szeretnénk kicsinyiteni, akkor 1 cm-re nyitjuk ki a kdrzdnket)

A pont kicsinyitett/nagyitott képét ’-vel jeloljiik (Ha A pont volt az eredeti pont, akkor
a kicsinyitett/nagyitott képe A’ lesz)

Egyenesek ¢és félegyenesek esetén nem szoktunk kicsinyiteni/nagyitani, mert a
végtelenbe mennek

Szakaszok Kicsinyitése/nagyitasa: A szakasz két végpontjat kicsinyitjiikk/nagyitjuk,
majd Osszekotjiik ezeket

Sokszogek Kicsinyitése/nagyitasa: A sokszog minden pontjat kicsinyitjiik/nagyitjuk,
majd ezeket a megfeleld sorrendben 6sszekdtjiik (ugyanolyan sorrendben, mint az
eredeti alakzat esetén)

Kor kicsinyitése/nagyitasa: A kor kozéppontjat kicsinyitjiilk/nagyitjuk, a kdrzénket
kinyitjuk akkorara, amekkorara szeretnénk kicsinyiteni/nagyitani, a kép kdzéppontjaba
beleszurjuk és korziink

Ha a kor kézéppontja a kdozépponttal egybeesik, akkor kinyitjuk akkorara a korzdnket,
amekkorara kicsinyiteni/nagyitani szeretnénk a kort, és korziink vele



Hasonlosag (Kozéppontos hasonlosag)
Két alakzat hasonlo, ha ugyanolyan alakuak (formajaak), csak az egyik nagyobb, mint
a masik

Két alakzat akkor hasonld, ha szdgeik ugyanakkorak, oldalaik aranya pedig minden
oldal esetén ugyanannyi
Hasonlésag jele: ~ (Pl.: ABCA ~A'B'C'A)
A hasonlosag aranyat A (lambda)-val szoktuk jel6lni
1= KA’
- KA

Ha A értéke pozitiv, akkor a kép a kozéppont azon oldalara fog keriilni, ahol a pont
yan

Ha A értéke negativ, akkor a kép a kozéppont masik oldalara fog keriilni

Masik oldal Ugyanaz az oldal
A A
r Y Y
Nagyitas Kicsinyités Nagyitas
| | |
-1 0 1

Kozeppontos tiikkrozes ~ Nem torténik semmi

A nevezetes értékei:

A = 0: Minden pont a K pontba lesz

A = 1: Nem torténik semmi (1-szeres nagyitas)

A = —1: Koézéppontos tiikkrozés (A két alakzat egybevago)

A = 2: 2-szeres nagyitas (a kép marad ugyanazon az oldalon, mint az alakzat)

A= %: 2-szeres kicsinyités (a kép marad ugyanazon az oldalon, mint az alakzat)

A = —2: 2-szeres nagyitas (a kép a masik oldalra kertil)

vV V VvV V V VY V

A=— %: 2-szeres kicsinyités (a kép a masik oldalra kertil)



Hasonlosag tulajdonsagai

Egvenestarté: Egyenes képe egyenes

Nem tavolsagtarto: A szakaszok hossza nem egyezik meg

Szogtartd: A szogek nagysaga nem valtozik a kicsinyités/nagyitas soran
Kortarté: Kor kicsinyitett/nagyitott képe is kor lesz
Aranytartd: Két pont tdvolsaga és a két képpont tavolsaganak aranya ugyanannyi

Nem egybevagosagi transzformacié: Az alakzat és a kicsinyitett/nagyitott képe nem
egybevagoak egymassal (csak 4 = 1 esetén)

Kicsinyités/Nagyitas soran egy fix pont van, ami a kozéppont (Ha az eredeti pont és a
kozéppont egybeesnek, akkor az eredeti pont és a kicsinyitett/nagyitott pont képe
megegyezik egymassal)

Nem valtoztatja meg a koruljarasi iranvt: Ha az eredeti alakzat esetén az 6ramutatd

jarasaval megegyez6 irdnyba kotottiik 6ssze a pontokat, akkor a kicsinyitett/nagyitott
kép esetén is az dramutato jarasaval megegyezé irdnyba fogjuk 6sszekotni a pontokat
(Ha az eredeti alakzatnal az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdnyba kotottiik Gssze a
pontokat, akkor a kicsinyitett/nagyitott képnél is az oramutatd jarasaval ellentétes

iranyba fogjuk 6sszekdtni a pontokat)

Haromszogek hasonlosaga
Hasonloséag jele: ~ (Pl.: ABCA ~A'B'C'A)
Két haromszdg hasonlo, ha a két hdromszog
1) Mind 3 oldalanak aranya egyenld (a:a’ = b:b' = c: )
2) 2 oldalanak aranya és az altaluk bezart szog egyenldek (a:a’ = b:b' ésy =y')
3) Mind 3 szdge (2 szoge) egyenlé (a = a’, B=B", y =7V
4) 2 oldalanak aranya ¢€s a hosszabb oldallal szemben 1év0 szog egyenld

(a:a’ =b:b" ésa=a') (a>Db)



Egybevagosag vs hasonlosag haromszogek esetén

Egybevagosag

Hasonlésag

Ugyanaz a két haromszog, csak el vannak tolva

» Mind a 3 szog ugyanakkora

Jelentése ik ha B 4sik ha 5
egymastol, vagy meg vannak tiikrozve, vagy el vannak Az egy_lk _harf)mszog a.masﬂ( hgl;(_)mszog
(konyhanyelv) forgatva kicsinyitett/nagyitott verzioja
Mind a két hdromszog esetén: Mind a ket hdromszog esetén:
Tulajdonsagok » Mind a 3 oldal ugyanolyan hosszu » Mind a 3 oldal aranya megegyezik

» Mind a 3 sz0g ugyanakkora

Példa




