Trigonometria

Szogfiiggvények
Szinusz (sin) Koszinusz (cos)
Cc c
b b

a a
_ szoggel szemkozti befogd sz6g melletti befogd

sina = - - cosa = - -
atfogo atfogo

. a b

sia = -— cosa = —

c

. b a

sinff =— =—

B p cosf p

Tangens (tg, tan)
(0}
C
b

szoggel szemkozti befogd
szog melletti befogd

tga =

tga =

tgf =
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Szogfiiggvények nevezetes szogértékei

a 0° 30° 45° 60° 90° a 0° 30° 45° 60° 90°
1
sina 0 — \/_E \/_3 1 sina @ \/_I \/_E \/_§ \/_Z
2 2 2 2 2 2 2 2
cos @ 1 \E \E 1 0 cosa VE \E Q \E ‘Lﬁ
2 2 2 2 2 2 2 2
a 0° 30° 45° 60° 90°
tga 0 \f_g 1 V3 -
3
ctga — NE 1 %?_’ 0

a 0° 30° | 45° | 60° | 90° |120° |135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° |270° | 300° |315° | 330° | 360°

sina

cosa

tga

sina +cos’a =1
sina = cos(a — 90°)

cosa = sin(a + 90°)



Szogek atvaltasa, radian

Fok () Radién (rad)
360° o
180° -
90° z

2
60° T
3
45° T
2
300 "
6
0° 0

Atvaltas fokbél radianba (° - rad)

Atvaltas radianbol fokba (rad — °)

, 2m
' 360 = arad

o T
o @ = Urad

360

arad' 2” =«

180 |
Oraq " —— =«

Valtoszam:

s

360 180
1 radian~57, 3°

@ | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° |120° |135° | 150° |180° |210° |225° |240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

0 b b b3 n 2 3 S5t 7 5t 47 3 5 Vis 11m 9
a - — = = —_ — — T — — - - - — —_— ¥
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Szinusztétel, koszinusztétel

Szinusztétel
Cl
C
b
a
a sina
b sinf
a sina
c siny
b sinp
c siny
Addicios tételek

sin(a + B) = sina-cosB + cosa-sinf

sin(a + B) =sina - cosf + cosa *sin

sin(a — B) = sina - cosf —cosa -sinf

cos(a+ fB) =cosa-cosf +sina-sinf

cos(a + ) =cosa-cosf —sina-sinf

cos(a — ) =cosa-cosf +sina-sinf

Koszinusztétel

c?=a*+b*>-2-a-b-cosy
b>=a*+c*—-2-a-c-cosf

a’?=b?>+c*—2-b-c-cosa



Szabalyos 0tszog

5 oldal és 5 csucs
Minden oldala és szoge egyenld

Egyenl6szart haromszogekre bonthato

_360°_ .
a = T =
_180°-a_
-——=

Belsd szog: 2 f = 108°
Kiils6 szog: = = 72°
Keriilet: K =5-a

Teriilet: Tstsz59 = 5 * Tharomszog

T _am _ bbsina
haromszog — —, — 2

A koré irt kor sugara: v = b

Szimmetria tengelyek szama: 5

(=3




Szabalyos hatszog

6 oldal és 6 csucs
Minden oldala és szoge egyenld

Szabalyos haromszdgekre bonthatd

_360°_ .
a = =
_180°-a_
-——=

Belsd szog: 2 f = 120°
Kiils6 szog: = = 60°
Keriilet: K = 6-a

Teriilet: Tstszo9 = 6 * Tharomszog

T _am _aasina
haromszog — —, — 2

A koré irt kor sugara: r = a

Szimmetria tengelyek szama: 6




Szinusz fiiggvény

V

N

-m/2 w/2 3m/2
T 3
X - T il 2T
2 2
sin x 1 0 -1 0
Koszinusz fiiggvény
v
2
..
fz 0 oy 3/l 2 2m
T 3w
X > T 7 2T
cos x 0 -1 0 1




Tangens fiiggvény

v
2
1
.-
-/ 2 mwl2 3m/2 aul
=1
T T T T
x 2 4 4 2
tgx — -1 1 -
Kotangens fuggvény
b
2
1
=TT 0 m/ 3m 2m
=1
T T T
X 4 4 2
ctg x 0 -1 1 0




Egységkor

0.5

Qo
COos ao.s

e Kor kozéppontja: orig6 (0;0)

e Sugara: r = 1 egység

e cosa lesz az x koordinata

e sina lesz az y koordinata

e Sin egyenletnél vizszintesen huzzuk be

e Cos egyenletnél fliggdlegesen hiizzuk be

e Mindig 2 megoldas

e Kivévesinx = t+1cosx = +1 — ottcsak 1
e Megoldasok utan mindig odairjuk a periodust is
e 1. siknegyedben maga a szog

e 2. siknegyedben 180°-bdl vonjuk ki

e 3.siknegyedben 180°-hoz adjuk hozza

e 4. siknegyedben 360°-bol vonjuk ki



Trigonometrikus egyenlet megoldasainak szama, periodusok

sinx < —1 . cosx < —1
. . sinx =1 cosx =1
Alesetek vagy sinx = - sinx =0 . vagy cosx =+ |cosx=0
sinx = —1 cosx =—1
sinx > 1 cosx > 1
Megoldasok 0 2 1(2) 1 0 2 1(2) 1
szama
Periodus k-2n k-m k-2m k-2n k-m k-2m

T
Alesetek tgx = - tgx:§+k-rr
Megoldisok 1 o
szama
Periodus k-m




Kombinatorika

Grafok részei

Cstcs (pont)

Fokszadm: A cstcsbol kiindul6 élek szama
Fokszamok 6sszege = 2 - élek szama

n-n—1)

n csucsu graf éleinek a szama: >



Grafok tipusai

Teljes graf: Ha barmely két pontja 6ssze

van kétve egy éllel. Izolalt pont: Ha egy pontban nincs ¢él.
®
® o

Tobbszoros él: Ha két pont kozott egynél Hurok: Olyan ¢, amelynek a két

t6bb elt huzunk. végpontja ugyanaz a pont.

L ¢ . o
® [
Egyszeri graf: Ha nincs benne hurok  Nem egyszerii graf: Ha van benne hurok

vagy tobbszoros él. vagy tobbszords él.



Kivalasztas
ny n!
(k) R (n—k)!

Szamologépen: n - nCr = k

Példa:

(-1

65~43s2:1 65

(2) - (66!— 20~ 2!6-!4'

Szamologépen:

fx-82MS

“.8
) [(esm [hyp

sto| = 2
(Rt (enG! | (

21 ~4=3w2.1 2-1 =15

fx-82MS fx-82MS

so -
[RCL) (ENG

fe82MS




Tipuspéldak

Variacio Permutacio Kombinacio
Kivalasztas
Dobogos
* Sorba rendezés
. helyezettek
Jelszavak »  Ulésrend _
kivalasztasa
Szamkombinacidk padon, _
Ajandékok
Szamkartyak asztalon, _
' kiosztasa
Mirél Dobogos moziban, stb...
Jegy
ismerhetd helyezések + Fagylalt
lyukasztas
fel? alakulasa gombodcok
. Sokszogek
Fagylalt sorrendje
atloinak szama
gombdcok * Felvonulason
_ Kartyak
varialasa résztvevok
) htuzéasa
sorrendje

Lott6 szelvény

kitoltése

Valosziniiségszamitas

kedvezd elemi események

0sszes elemi esemény

Visszatevéses mintavétel

Jelolések:

Hibas / Selejtes / Rossz

Ppipss = Pselejtes = Prossz

Jo / Hibatlan

Pjs = Phipstian

Pselejtes

Pjé =1- Pselejtes




_ hiuzasok szama
P selejtes 7

. rossz huzasok szama | P. _Jj6 hizasok szdma
0/rossz huzasok szama rossz jo

Visszatevés nélkiili mintavétel

. , jo darab szama rossz darab szama
Kedvezd esetek szdma: { ., , , . . . s .
JO hGzasok szama) \rossz huzdsok szama

0sszes darab szém)

Osszes eset szama: ( . ,
huzasok szama

Visszatevéses és visszateveés nélkiili feladatok felismerése

Visszatevéses Visszatevés nélkiili
Alkatrészek Cukorka (Ennivalo)
Példak 11-es ragas Lotto
Fej vagy iras Kartyak
Jo
Rossz
Kulcsszavak
Hibas
Selejt

20 alkatrészbdl 2 hibas. Mennyi a valosziniisége, hogy ha 5 alkatrészt valasztunk,
akkor 2 hibas lesz kozte?

P, = (g) .0,12-0,9% = 0,0729

N 20
2 Osszes eset: = 15504

Phibés=—20=0.1 (5)

P.=1—P =1-01=09 | Kedvezd esetek: (2)-(18)=1-816=816

j6 = hibas — 1 =0, "\2 3

kedvez0 esetek 816
PZ =

5sszes eset 15504 0,0526




Hatvany, gyok, logaritmus

Hatvanyozas

a"=la-a-a-a-a-a-a-a-a....
| |

n —Sszer

a:alap

n: kitevd

Példak:

28=2-2-2=8
52=5-5=25
1°=1-1-1-1-1=1

10* =10-10-10-10 = 10 000
2

Xt =XxX"X

y:i=y'yy

Nevezetes hatvanyok

2. Hatvanyok (x?2) 3. Hatvanyok (x*) 4. Hatvanyok (x*) 2 hatvanyai (2¥) 10 hatvanyai (10%)
X e x x3 x x* x 23 x 10%
1 1 1 1 1 1 1 0 1
2 4 2 8 2 16 1 2 1 10
3 9 3 27 3 81 2 4 2 100
4 16 4 64 4 256 3 8 3 1 000
5 25 5 125 5 625 4 16 4 10 000
6 36 10 1 000 10 10 000 5 32 6 1 000 000
7 49 6 64 9 1 000 000 000
8 64 7 128
9 81 8 256
10 100 9 512
11 121 10 1024
12 144
13 169




Hatvany azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
23 . 25 — 23+5 — 28 2x+2 — zx . 22
El a®-a™ = q"tm
x4— cx7 = 24+7 = x11 xVTE = Y %
7
2_ — 27—2 — 25 2x—3 z_x
£2 a” e 22 23
m-a 2 y
X, 22X . X _ X X _ . X _ 9Xx
o e e 2 =2-2)'=6" 10"=(2-5)"=2
xZ, 2—(X' )2 (x )4_x4 4
3% /3\" A A
am a\m 5x <_> <_> ~gx
E4 T (_) x5 (x)s (x)3 %3
5 \0 -] =3
(32)5 — 32-5 — 310 524— — (52)4
E5 (an)m — (am)n = gh'm (x3)4 = x34 = 412 x75 = (x7)5
(4_7)9 — (49)7 (x3)8 — (x8)3
. 21 =2 5=5!
E6 a =a Ay .
= y=Yy
0 30=1 1=6°
E7 a’" =1
xO = 1 1 = xO
1 1
2—1 —— R 3—1
1 2 3
ES8 a_1 = —
a -1 _ 1 1 — y_l
X = X y
4—2 . i l — 5—4—
1 42 16 54
E9 a_n = —n 1
a £12 = & — =y
le y5




Logaritmus azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
log,x=5-52 =x
L1 log,b=c—>a =b logs 27 = x> 3" =27
log, 16 =4 - x =16
L2 logox =1gx = logx -
L3 log.x =Inx -
log;(2 - ) =log; 2 + logs
L4 log,(x-v) =log, x + log,
logs 7 + logs v = logs(7 + v)
3
. logg (—) = logg 3 — logg
L5 log, (—) = log, x — log, 2
logy 2 —log, @ =logy <—)
logs x> = 3 -logs x
L6 log, x" =n-log, x
4 -logs x = logs x*
5 1
logy V3 = g-logg 3
n 1
L7 log, Vx = - log, x 1
§-log2 8 =log, V8
log,2 =1 1 =logs 5
L8 log,a=1
log, x =1 1 =log,y
log, 1 =0 0 =logs1
L9 log,1=0
log,1=0 0=1log,1
lo leogx _log,, 8
L10 8a log, a logs 8 = log . 5
— b _ 2
L11 b =log,a 2 =logs 3
L12 alogbc — Clogba 210g4x — xlog42




Gyokvonas azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
V2-V3=+2-3=16
GY1 \/E-\/E=Va-b
V5-x=V5-Vx
x [x
V7 N7
GY2 ‘/_Ez\/é
Vb Nb Vi6 16 _ 7,
Vi 4
V8- Vx=+8x
GY3 \/E \/B: va+'b
VZ9=VZ-\9
V5 |5
Va4
b Vi1
x_ X
1
V2=125 107 = V10
1
GY5 na = an 3 1 .
Vx = x3 x9 = /x
7 Z E 4
\/§=27 34=\/¥
m
GYé6 Na™ = an ] 5 10
Vx® =x3 x7 = +/x10
GY7 Vo = (Va)" V8e = (V8)°
GYS 7{/_."\1/_=n'm,—n+m i/_ ;{/—_23/ 2+3=6 5
n 3
GY9 \/__n.n{/m \/__=7-3 73=21 4
Vo Ve




Exponencialis egyenletek

* Cél: Végén ilyen alakban legyen az egyenlet:

28 = 2H
34 = 3H
44 = 48
54 = 5H

Exponencialis egyenlotlenségek

* Cél: Ugyanaz, mint egyenleteknél, ugyanaz legyen az alap mind a két oldalon

* Haugyanaz az alap mind a két oldalon ¢és rajta kiviil nincs mas, akkor:

10 120 ; es =
5y Relacié jel marad

» Haazalap<1-Sz.m.cs. PL:-,-,-,—,—... > Realicié jel megfordul
2’4’5’100’ 26

Logaritmus értelmezési tartomany
log, b =
a>0 a=+1
b >0

ER



Logaritmus egyenletek

Logaritmus egyenletek

* Mindig az értelmezési tartomannyal kezdjiink
* Ugyanaz a c¢l, mint exponencialis egyenleteknél

* Végén ilyen alakban legyen az egyenlet:

log, A = log,H log, A = szam
log; A = logs HH logz; A = szam
log, A = log,H log, A = szam

* Haugyanaz az alap mind a két oldalon és rajta kiviil nincs mas, akkor:

» Haazalap >1 - Sz.zm.n. Pl.:log,,logs,log,, logs ...
3

» Haaz alap <1 - Sz.m.cs. Pl.:logs,logs, logs,logss ...
2 4 12 91

Logaritmus egyenlétlenségek

* Cél: Ugyanaz, mint egyenleteknél, ugyanaz legyen az alap mind a két oldalon
* Haugyanaz az alap mind a két oldalon ¢és rajta kiviil nincs mas, akkor:

» Haazalap >1 - Sz.zm.n. Pl.:log,,logs,log,, logs ... » Relacié6 jel marad
3

» Haazalap <1- Sz.m.cs. Pl:logsi,logs,logss... > Realacio jel meg fordul
2

12 91

Gyok egyenletek
+ VA=K~ A=[?
A= 0
K= 0

* GyoOkvonas eltlintetése négyzetre emeléssel
* Négyzet eltiintetése gyokvonassal

* Kezdjiink mindig kezdeti feltétellel



Koordinatageometria

Vektorok jelolése

Q 1@ @

Vektorok megadasa
a(z;1)

a=(21)
a=(2i+1j+0k)

;

()

IS
I

IS
I

Vektorok osszeadasa

Szabaly Példa
9=[Zﬂ b= Zﬂ a=[] =[]
aro= (][] = [or 1 wro- Ll -ls
Vektorok kivonasa
Szabaly Példa
2=Zﬁ Q=[Zﬂ a=[]. =[]

b= 2 byl _[@x — by
a-2= —aY— _[by]_[ay_b

!
|

b, 1 a, b, —a
h—a= x| _ =[x X
b-a=|,"|~ o] =|p. - a,

a-b=-(b-a)



Két pont tavolsaga

Szabaly
a=[x] e=[5]
ao=[i5]-[]- [ %]
sa=[y]-[5]= [ 5]

Kétpont tavolsaga:

|AB| = |BA| = \/ABxZ +AB)*

Vektor hossza

Szabaly
a’X

a =

a=|q

la| = ’axz + ay2

Skalaris szorzat

a<fl. s=[f
w=[3-=[)
=[]~ g~

Kétpont tavolsaga:

|AB| =+/3%2+4? =25 =5

Példa

o[}

la| =42 + 11 =17



Két vektor altal bezart szog

y

a-b=la|- b -cosa

Rendezés cos a-ra

Ha a skalaris szorzat:

e Pozitiv—- 0° < a < 90°
e 0> a=090°

Negativ - 90° < a < 180°

Felezopont
Szabaly
A B
a=lal e=lg)
Ay By
A, +B,
* 2
_A,+B,
yoo2

Példa

o=l 2=[3]

a-b=3-(-3)+1-2=-7

la| =432+ 12 =10
=/ (—3)?+22 =

Képlet:

cosa

B
|
I
Y

rCosa

=Ccosa

=1 |
wl|| < =
o o

—0,614 =cosa

127,875° = «a




Harmadolopont
Szabaly Példa

a=[r] p=[5] a=fl] m=[4

A-hoz kozelebbi: A-hoz kozelebbi:

2-1+4 6

2-A,+B _
2-A.+B _2'2+5_9_

B-hez kozelebbi: B-hez kozelebbi:

1+42-4 6

A,+2-B _
Hzx=% Zx—T 5—3

w-fl ne-f]

Tetszoleges osztopont
Szabaly Példa

a=[r] 2=[] a=fl] m=[9

n-edeld pont 5-6do616 pont

A-hoz kozelebbi: A-hoz kozelebbi:

_(n_l)Ax+Bx lx:ﬂ:
1x — n 5
4242
(n_l)Ay+By 1y:—:2
1y = n 5
B-hez kozelebbi: B-hez kozelebbi:
A, +(n—1) B, _1+4-8_33
Ty = - Tox=—F—"=7%
_4+m-1)-B, 2+4-2

2y n T2y - 5



Sulypont

Szabaly Példa
A B C _[-2 I 14
a=lale=l5lc=[c] A=yl e=lsle=[5
A+ BatC, Sx:—2+1+4:§:
4454+ (=3) 6
_Ay+By+C, Sy:—():—zz
y - 3 3 3
1
s S = [ ]
5=|s) 2
Sy
Iranyvektor
Szabaly Példa
ay 5
a=|a, a=]
a, _[5
v = o v~
—-a _[-5
=[] =Ll

Iranyvektor 2 pontbol

Szabaly Példa
a=[] it
_ [3]
5=[] _#B;b# B
e A S
e By Ay| 1By — 4y N 4 3 1
vy =BA= [1] - .2] = [—1]

— A B A, —B
v =Fi= |- 5] =4 "]
2 Ay By Ay—By



Meredekség

Szabaly Példa
a=[o] a=}]
a, 5
V1= [ay] Y= [2
=[] n=Ll
m = ? m= ;
Normalvektor
Szabaly Példa
a= [Zﬂ a= B]
ax
V1= [ay] V1= [2]
vy = [:Zﬂ V2 = [ 2]
=2 ]=1%] =[] =]
n =[] =[] :=[]=[5]

Egyenes egyenlete

Szabaly Példa
_ [ _[5
n= ["y] n= [1]
X0 -3
= P =
P =yl ]
P olyan pont, ami rajta van az egyenesen. Egyenes egyenlete:
Egyenes egyenlete: 5:x+1-y=5-(-3)+1-2
N X+Mn, y=n,-xg+n, Yy, 5x+y=-15+2

5x+y=-13



Két egyenes metszéspontja

Szabaly
el: x+y=3
e2: 2x+3y =4

Egyenletrendszerként oldjuk meg.

Két egyenes viszonya

e

Metszik egymast Egymasra merolegesek
— 1 metszéspont — 1 metszéspont
m, + mg m, + mg
Ve # Vf Ve =Ny

neinf nezvf

Parhuzamosak

— 0 metszéspont

me=mf
ve=vf
neznf



Két egyenes tavolsaga

Parhuzamosak
Metszik egymast Egymasra merdélegesek
— 0 metszéspont
— 1 metszéspont — 1 metszéspont
Csak itt szamolunk
Nem szamolunk tavolsagot Nem szamolunk tavolsagot
tavolsagot

5 4 3 -2 10
-1

1. Iépés: Megnézziik, hogy a két egyenes parhuzamos-e, ha nem azok nem szdmolunk

tavolsagot

2. 1épés: Felvesziink egy pontot valamelyik egyenesen (P)

3. 1épés: MerGlegest allitunk az egyenesre, ami atmegy a felvett P ponton (g)
4. 1épés: Megkeressiik az egyenes (g) €s a masik egyenes metszéspontjat (H)
5. 1épés: Felirjuk HP vektort

6. Iépés: Kiszamoljuk H és P pontok tavolsagat, ez a tavolsag lesz a két egyenes tavolsaga



Pont és egyenes tavolsaga

1. Iépés: Merd6legest allitunk az egyenesre, ami atmegy P ponton (g)
2. 1épés: Megkeressiik az egyenes (g) és a masik egyenes (e) metszéspontjat (H)
3. 1épés: Felirjuk HP vektort

4. Iépés: Kiszamoljuk H és P pontok tavolsagat, ez a tavolsag lesz a pont és az egyenes

tavolsaga

Két egyenes hajlasszoge

1. 1épés: Kiolvassuk az egyenesek normalvektorat
2. 1épés: Ebbdl felirjuk az iranyvektort
3. 1épés: Kiszamoljuk a két iranyvektor skalaris szorzatat, és hosszat

4. 1épés Az alabbi képletet alkalmazva kiszamoljuk a szdget: v, - v = [v,| - |vf| ‘cosa



