Fuggvények

Fiiggvények jellemzése

Ertelmezési tartomany

Jelolés: Kozépiskolaban: E.T. < Egyetemen: Dy

Megadja, hogy a fiiggvény milyen x értékek mentén van értelmezve (vizszintesen

nézzik)

Altalaban, minden x-re értelmezve vannak a fiiggvények, de van pér kivétel is

Ertékkészlet

Jelolés: Kozépiskolaban: E.K <« Egyetemen: R
Megadja, hogy a fliggvény milyen y értékeket vehet fel (fliggdlegesen nézziik)

Valtozo, van, ahol minden y-t felvehet a fliggvény, van, ahol csak nem negativ y-t vehet

fel, van, ahol csak bizonyos y-t nem vehet fel

Zérushely

Jelolés: Z.H.

Megadja, hogy hol metszi a fliggvény az x tengelyt

0, 1, 2, vagy akar tobb zérus hely is lehet egy fliggvénynél

Ha tudjuk leolvassuk az abrazolas utan

Ha nem tudjuk leolvasni, mert nem egész szamra esik, akkor kiszamitjuk

Kiszamitasa: f(x) = 0 (a fliggvényt egyenlévé tessziik 0-val és megoldjuk x-re az

egyenletet)



Tengelymetszet, Tengelypont
» Jelolés: T M., T.P.

* Megadja, hogy hol metszi a fiiggvény az y tengelyt
* Vagy 0 vagy 1 tengelymetszet lehet, tobb nem!

* Leolvasassal meg tudjuk allapitani, ha nem (ritka), akkor O-t helyettesitiink a
fuggvénybe (f(0) = -+ )

Monotonitas

» Minden fiiggvény, vagy Sz.m.n. vagy Sz.m.cs. Osszefiigg a széls6 értékkel:
» Hanod és

» utana csokken, akkor ahol a valtas torténik ott maximum lesz

» Ha csokken és utdna n6, akkor ahol a valtas torténik ott minimum lesz

* Hogy allapitsuk meg, hogy egy fiiggvény nd vagy csokken?

* x tengely mentén mindig jobbra felé nézziik, ha y novekszik, akkor Sz.m.n., ha 'y

csOkken, akkor Sz.m.cs.
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Széls6érték
¢ Minimum
*  Maximum
«  Megadas: Hely (x), Erték (y)
 PL:
Minimum koordinatai (2; 3)
Minimum hely: 2
Minimum érték: 3
Maximum koordinatai (2;4)

Maximum hely: 2

Folytonossag

* Folytonos egy fiiggvény, ha végig tudjuk rajta hiizni a ceruzankat ugy, hogy nem kell

kozben felemelniink.

* Mas szavakkal: Ha az értelmezési tartoméanyan beliil nincsen sehol szakadésa.
* Azalap fuggvények koziil csak az % fliggvény nem folytonos

* Abhol felemeled a ceruzat, azt szakadasnak hivjuk



Paritas

Paros

Paratlan

Definicid

Péros egy fliggvény, ha szimmetrikus

az y tengelyre.

Pératlan egy fliggvény, ha

szimmetrikus az origora.

Konyhanyelven

Ha az y tengelyre tesziink egy tlikrot

ugyanazt latjuk mind a két felén.

Ha barmelyik pontjat 6sszekdtjiik az
origdval, akkor ugyanazon az
egyenesen ugyanolyan tavolsagban

van egy masik pont is.

Példak

f0) = x|, f(x) = x?

1
fE) =% f() =~

Abrazolas

-5 -4 =3 =2 =1 0 1 2 3 4 5

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5




Sem paros sem paratlan

Definicio

Sem paros sem paratlan egy fiiggvény, ha nem szimmetrikus sem y tengelyre,

sem az origora.

Konyhanyelven

Ha egy tiikrdt tesziink az y tengelyre nem fog megjelenni a fliggvény
tilkorképe a masik oldalon, ha pedig barmelyik pontjat 6sszekdtjiik az origdval

nem lesz egy masik pont ugyanolyan tavolsagban.

Példak

fGx) = VX

Abrazolas

- o w &2 o @

-4 =3 -2 =10 1 2 3 4 6 & 7 8 9

=2

=3




Linearis fiiggvény tudnivalok

v

+  FErtelmezési tartoméany: x € R

+  Ertékkészlet: y € R

*  Zérushely: f(x) = 0, mindig 1 zérushely van

* Tengelymetszet: a fliggvényben a szam, mindig 1 tengelymetszet van

*  Monotonités:

» Ha nincs az x-es kifejezés el6tt minusz eldjel = Sz.m.n.

» Havan az x-es kifejezés el6tt minusz eldjel - Sz.m.cs.

*  Szélséérték: Sosincs

» Parités: Paratlan, ha nincs benne eltolas, sem paratlan sem paros, ha van benne eltolés

* Tortek meredeksége:

2 el 3 t jobbra(—)2 —t fel (T)
3x jobbr at jobbra(-) e
f)=Ax+®

A:meredekség

X):y tengely metszet



Linearis fiiggvény abrazolasanak lépései:

*  Megnézziik, hogy hol metszi az y tengelyt, azt bejeloljiik

*  Megnézziik a meredekséget, és annyit lIépkediink jobbra / balra és fel / le amennyi

a meredekség

Konstans fiiggvény tudnivalok

f(x) #0
x)=0
f@) "
afy
o
< 3 2 4 0 4
-3 -2 -1 0 -
, ET..x€eR
E.T.:.x€eR
, EK:y=2
EK.:y=0 Y

) . Zérushely: Nincs
Zérushely: Minden x Z. H.

Tengelypont: y = 2
Tengelypont: y = 0 gelypont-y

- Monotonitas: Se Sz.m.n., se Sz.m.cs.
Monotonitas: Se Sz.m.n., se Sz.m.cs.
s Szélséérték: Nincs
Széls6érték: Nincs
Folytonossag: Folytonos
Folytonossag: Folytonos 4 8 4

o . . Paritas: Paros
Paritas: Paros, €és paratlan Is



Abszolutérték fiiggvény tudnivalok

V

| 3

+  Ertelmezési tartoméany: x € R

+  Ertékkészlet: Fiiggdleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = |x] — 2 - Rp:[—2; 0]

»  Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely is (fiiggbleges eltolastol fiigg)
» Tengelymetszet: f£(0) = -+, mindig 1 tengelymetszet van

*  Monotonitas:

» Vizszintes eltolastol fiigg — Elszor Sz.m.cs. minimum helyig, aztan Sz.m.n.

» Ha az abszolutértékjel eldtt van minusz eldjel — El6szor Sz.m.n. maximum helyig,

aztan Sz.m.cs.

* Szélséérték: mindig van, ha nincs minusz eldjel az abszolutérték eldtt, akkor minimum,

ha van minusz eldjel, akkor maximum

» Paritds: Péros, ha nincs benne vizszintes eltolas, vagy csak nyujtds van benne, sem

paros, sem paratlan, ha van benne vizszintes eltolas

» Fiigglleges eltolds megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum

értékét

* Vizszintes eltolas megadja a monotonitasi hatdrokat, valamint a minimum/maximum

helyét



Eltolasok
f) =Ix+Al+®

Xy iranyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor 1
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Abszolutérték fiiggvény abrazolasanak lépései:
* Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranya eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

¢ Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csucsa (minimum,

vagy maximum)

* A csucsbol kiindulva a sima abszolutérték fiiggvényt abrazoljuk (1-et jobbra 1-et
fel, 1-et balra 1-et fel)



Masodfoku fiiggvény tudnivalok

¥

+  FErtelmezési tartoméany: x € R

+  Ertékkészlet: Fiiggbleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = x> +3 — Rg:[3; 0]

e Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely is (Fligg6leges eltolastol fiigg)

» Tengelymetszet: f(0) = -+, mindig 1 tengelymetszet van

*  Monotonitas:

» Vizszintes eltolastol fiigg — El6szor Sz.m.cs. minimum helyig, aztdn Sz.m.n.

» Haazérojel eldtt van minusz eldjel — Eldszor Sz.m.n. maximum helyig, aztdn Sz.m.cs.

» Szélséérték: Mindig van, ha nincs minusz eldjel a zardjel eldtt, akkor minimum, ha van

minusz eldjel, akkor maximum

» Paritds: Paros, ha nincs benne vizszintes eltolas, vagy csak nyujtds van benne, sem

paros, sem paratlan, ha van benne vizszintes eltolas

* Fiiggbleges eltolas megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum

értékét

* Vizszintes eltolas megadja a monotonitasi hatrokat, valamint a minimum/maximum

helyét



Eltolasok
flx)=(x+0)*+Q

Xy iranyu eltolas

A: x irdanyn eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —»

x + A= 0 egyenlet megoldasa x — re

Masodfoku fiiggvény abrazolasanak lépései:
¢ Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

¢ Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csucsa (minimum,

vagy maximum)

* A csucsbol kiindulva a sima masodfoku fiiggvényt abrazoljuk



Gyok fiiggvény tudnivalok

6
5
4
: I  a —‘*ﬁ:
-~
2 = =
—
1,
.y
-4 -3 -2 -1 0 3 4 5 6 7 8 9
=1
=2
=3
=4

+  Ertelmezési tartoméany: Gyok alatti kifejezés> 0

+  Ertékkészlet: Fiiggbleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = vVx —2 — Rp:[—2;00]

»  Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet (fliggbleges eltolastol fiigg)

» Tengelymetszet: f(0) = ---, 0 vagy 1 tengelymetszet lehet (vizszintes eltolastol fiigg)
* Monotonitas: Gyokjel el6tti, valamint gyokon beliili minusz elgjelektdl fligg:

e x,—\/—x - Szm.n. , V—x, —/x - Sz.m.cs.

*  Sz¢lséérték: Mindig van, az eltolasok metszetében lesz, az hogy minimum vagy

maximum, a gyokjel el6tti, valamint gyokon beliili minusz eldjelektd] fiigg
* Paritds: Sem paros sem paratlan

» Fiigglleges eltolds megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum

értékeét

* Vizszintes eltoldas megadja az értelmezési tartomany végét, valamint a

minimum/maximum helyét



Eltolasok
f)=Vx+A+Q

Xy iranyu eltolas

A: x irdanyn eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —»

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Gyokfiiggvény abrazolasanak lépései:
* Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csucsa (minimum,

vagy maximum)

* A csucsbol kiindulva a sima gyokfiiggvényt abrazoljuk



Tort fiiggvény (1) tudnivalok
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+  Ertelmezési tartoméany: x € R, kivéve ahol a nevezd 0

+  Ertékkészlet: y € R kivéve, amennyivel el van tolva a fiiggvény fiiggélegesen

»  Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet (fiiggbleges eltolastol fiigg)

* Tengelymetszet: f(0) = -+, 0 vagy 1 tengelymetszet lehet (vizszintes eltolastol fiigg)

* Monotonités: Csokkend, ha nincs eldtte minuszjel, névekd, ha van eldtte minuszjel, két

részben irjuk fel
*  Szélséérték: Nincs
» Parités: Paratlan, ha nincs benne semmilyen eltolds, vagy ha csak nytjtas van benne
» Fliggdleges eltolads megadja, hogy az értékkészletben hol van szakadas

* Vizszintes eltolas megadja, hogy az értelmezési tartomanyban, hol van szakadas



Eltolasok

1
f(x) = T A +&
Xy iranyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Tortfiiggvény abrazolasanak lépései:
* Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, azok lesznek az uj koordinata

tengelyek

* Az 1j koordinata tengelyekben megrajzoljuk a fiiggvényt



Elojel, egészrész, tortrész fiiggvények

Eléjel fiiggvény Egészrész fiiggvény Tortrész fiiggvény
b b p

¥ 3 >-— 4
2 *—d
1 *~— /) D

3 2 0 1 2 3 3 2 0 T 2 3 M
=2 *-—e 2 =2
- —o 3

Figgvény transzformaciok

Eltolasok
f)=x+1)+®

Xy irdnyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X:logikusan:
ha @ akkor T
ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «
ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re




Tiikrozések
f(x) = (—x) = y tengelyre tikrozés
f(x) = —(x) - x tengelyre tikrozés

f(x) = —(—x) = x és y tengelyre is tikrozés (sorrend mindegy)
Ezek a tiikkrozések mindig az eltolt tengelyre vonatkoznak!
Nyujtasok

f(x) =2 (x) » 2 — szeres nyQjtas y iranyban

1
flx) = 5" (x) » 2 — szeres 6sszenyomas y iranyban

Paritas
* Paros fiiggvényeknél, ha y iranyban toljuk csak el (fel / le), akkor marad paros, ha x
iranyban is eltoljuk, vagy csak x iranyban toljuk el (jobbra / balra), akkor se paros se

paratlan nem lesz a fliggvény

» Paratlan fiiggvényeknél barmerre is toljuk el, akar y irdnyban (fel / le), akar x irdnyban

(jobbra / balra), akkor se paros se paratlan nem lesz a fiiggvény
* Nyujtasokkal nem valtozik a paritas

» Tiikr6zésekkel nem valtozik a paritas



Egyenletek grafikus megoldasa

v/

-3 2 -1 0 3 4 5

Az egyenlet jobb oldala lesz az egyik fiiggvény, a bal oldala pedig a masik fiiggvény

1épés: Osszevonjuk az egy oldalon 1évé azonos kifejezéseket (ha tobb is van), azért hogy

tudjuk abrazolni fiiggvényként

1épés: Ha ezzel kész vagyunk az egyenlet bal oldala lesz az egyik fiiggvény, a jobb

oldala a masik fiiggvény, ezeket abrazoljuk k6zos koordinata rendszerben

1épés: Megnézziik, hogy van-e metszéspontja a két fliggvénynek:

» Ha 1 pontban metszik egymast (esetek 99%-a), akkor leolvassuk a pont X
koordinatajat, ez lesz az egyenlet megoldas

* Ha nem metszik egymast (parhuzamosak), akkor az egyenletnek nincs megoldasa

» Ha egymason van a két fliggvény (ugyanaz a két fiiggvény), akkor minden x

megoldas lesz



Abszolutérték egyenletek megoldasa megoldasa

1.

2.

4.

1épés: Az abszolutértéken beliili kifejezést egyenlové tessziik 0-val, és megoldjuk az
egyenletet

1épés: A kapott eredményt bejeldljiik szamegyenesen fliggdleges szaggatott vonallal, és
megnézziik, hogy téle jobbra 1évé (nagyobb) és téle balra 1évo (kisebb) szdmok esetén
milyen eldjelll lesz az abszolutértéken beliili kifejezés, az esetek nagyrészében jobbra
lesznek pozitivak, balra pedig negativak, de ez nem mindig van igy (pl.:2 — x)

1épés: Megoldjuk az egyenletet, az els6 megoldasnal csak elhagyjuk az abszolutérték
jelet, a méasodik megoldasnal pedig vessziik a jobb oldali kifejezés ellentetjét (vehetjiik
az abszolutértéken belilli kifejezés ellentettjét is) és megoldjuk az egyenletet, igy
kapunk két megoldast

1épés: A két megoldast bejeldljiik a szamegyenesen €s megnézziik, hogy jok lesznek-e:
» Akkor lesz jo az elsé megoldas, ha szamegyenesen bejeldlve a pozitiv részre esik

= Akkor lesz j6 a masodik megoldas, ha szdmegyenesen bejeldlve a negativ részre

esik



