1. Egyetemi alapok
Inverz fiiggvény

Lépések Példa
Ha egy fiiggvény inverz fiiggvényét keressiik, nincs mas
dolgunk, mint atrendezni az egyenletet ugy, hogy az y=f)
egyik oldalon csak x szerepeljen, ez lesz az inverz y 1= f1(x)
fliggvény.
y=2x+3 /=3
y—3=2x /2
Linearis fiiggvény inverze is egy linearis fiiggvény lesz. 1 y— E - x
2 2
1 3
-1 — _
) =5x-3
y=x%—6x+3 /Teljes négyzet alak
y=(x—-3)2-6 /+6
Masodfoku fiiggvény inverze egy gyokos fiiggvény _ 2
lesz. y+6=(x—3) N
Gyokvonasnal két részre agazik a feladat lesz egy Jy+6=x-3 /+3

pluszos, és egy minuszos megoldas is.

Jy+6+3=x
fFla)=vx+6+3

flx)=-—Vx+6+3

y=vx i3 /2
Gyokos fiiggvény inverze egy masodfoku fiiggvény y*=x+5 /=5
lesz. y2 —5=x
[l =2-5
y=2+6 /—6
y—6=2% /log;
Exponencialis fiiggvény inverze egy logaritmus log,(y —6) =log, 2*  [Azonossag
fiiggvény lesz. log,(y —6) =xlog,2 [log,2=1
log,(y —6) =x
f1(x) = log,(x—6)
y=lglx+1) /Azonossag
lg10Y =lg(x + 1) /Sz.m .n.
Logaritmus fiiQQVf'!nV i}lverze egy exponencialis 10 = x+ 1 /—1
fiiggvény lesz.
10V —1=x

fl(x)=10*-1




Vektorok altal bezart szog

Lépések

Példa

Adott két vektor:

a;
o~ ()
as
by
(1)
bs

S
Il
|
Loeo
N————

Szeretnénk kiszamolni a két vektor altal bezart szoget.

1. 1épés: Kiszamoljuk a két vektor skalaris szorzatat.

5'5=a1'b1+a2'b2+a3'b3

G-b=10+344(-2)-(-)=0+12+2=14

2. 1épés: Kiszamoljuk a két vektor nagysagat
(hosszusagat).

la| = \/alz + a,? + a;?

|b| = \/bf + b,? + bs®

lal =12+ 32+ (=2)2=V1+9+4 =14
bl =02 +42+ (-1)2=vV0+16 +1 =17

3. 1épés: Felirjuk az alabbi képletet, és behelyettesitjiik a
korabban kiszamolt értékeket. a a két vektor altal bezart
sz0g lesz.

@-b=|al |b|-cosa

da-b=|al-|b|-cosa

14 =+v14-vV17 cos

4. 1épés: Leosztjuk az egyenletet |a| - |b|-vel.

_1< a-B>
CcOoS — | =a
la| - |b|

14
a b —————=cosa
a bb — cosa V14 V17
lal - 1] 0,907 = cos a
5. 1épés: Visszakeressiik a szoget.
a = 24,84°




Keresztszorzas

Lépések

Példa

Adott két vektor:

a;
o~ ()
as
by
(1)
bs

Szeretnénk kiszamolni a két vektor keresztszorzatat.

a; by
C_i X b = <a2> X (bz)
as b3

1. 1épés: Letakarjuk az els6 sort és Gsszeszorozzuk
a,-t b;-mal, és ebbdl kivonjuk a3 és b, szorzatat.

az'b3_a3'b2

(Rd)

(=3)+(-4)=5-1=12-5=7

2. 1épés: Letakarjuk a masodik sort és 0sszeszorozzuk
a,-t bs-mal, és ebbdl kivonjuk a5 és b, szorzatat (¢lé ©).

a; b1)
a3 b3

—(a, " b3 —az - by)

)

—(2-(-4)=5-6) = —(—8 — 30) = 38

3. 1épés: Letakarjuk a harmadik sort és 0sszeszorozzuk
a,-t b,-vel, és ebbdl kivonjuk a, és b, szorzatat.

a, by
a, b,

al'bz_az'bl

2:1—(-3)-6=2—(—18) = 20

4. 1épés: Sorrendbe ezeket irjuk be egy oszlopvektorba.

az'bg—a:;'bz
aXb:<a3'b1—a1'b3>
a, b, —a; - by

. 7
axb= (38)
20




Polinomosztas

Polinomosztas

Sima osztas

Polinomosztasnal is ugyanazokat a 1épéseket kell
elvégezni, mint egy sima irasbeli osztasnal.

Példa:

x3-2x2-5x+6+(x—1) 1944+ 6
1. 1épés: A legnagyobb kitevéjii tagot elosztjuk x-szel.
x3—2x2—-5x+6+ (x—1) = x? 19’44 -6 =3
2. 1épés: A kapott taggal (x?) visszaszorozzuk x — 1-et,
¢s ezt irjuk az eredeti kifejezés ala.
x3—2x2—-5x+6+(x—1)=x2 1944 -6 =3
—(x3 —x?) —18
3. 1épés: x3 — x2-et kivonjuk az eredeti kifejezésbél.
x3—2x>—-5x+6+(x—1) =x? 1944 + 6 =3
—(x* —x?) —18
0—x2—-5x+6 1
4. 1épés: Ugyanaz, mint elso 1épés.
x3—2x2—-5x+6+(x—1)=x%—x 194’4 - 6 = 32
(=) ~18
—x%2—5x+6 14
5. 1épés: A kapott taggal (—x) visszaszorozzuk x — 1-et,
¢s ezt irjuk az eredeti kifejezés ala.
x3—2x>—-5x+6+(x—1)=x%—x 1944 ~ 6 = 32
—(x3 —x?) —-18
B 14
—(—x2 4+ x) —12
6. 1épés: x? — x-et kivonjuk x? — 5x + 6-bol.
x3—2x2—-5x+6+(x—1)=x*—x 1944 +~ 6 = 32
—(x3 —x?) —18
—x?2—-5x+6 14
—(—x?% + x) -12
0—6x+6 2




7. 1épés: Ugyanaz, mint els6 1épés.
x3—=2x>-5x+6+(x—1)=x>—-x—-6 1944’ +~ 6 = 32
_(x3 — xz) _18
—x%2—-5x+6 14
—(—x*+x) —12
—6x + 6 24
8. 1épés: A kapott taggal (—6) visszaszorozzuk x — 1-et,
¢s ezt irjuk az eredeti kifejezés ala.
x3—2x2-5x+6+(x—1)=x*—-x—-6 1944 + 6 = 324
—(x3—x?) —18
—x?2—-5x+6 14
—(—x*+x) —12
—6x + 6 24
—(—6x + 6) —24
9. 1épés: —6x + 6-et kivonjuk —6x + 6-bol.
1944 -6 = 324
x3—-2x2—-5x+6+-(x—-1)=x*—x—-6 18
—(x3 — x2 2
T =x) 14
—x2—-5x+6
(—x? ) —-12
—(—x*+x E—
_ 24
—6x + 6
(-6 6 —24
—(—6x +
—_— 0
0 +0
x3—2x*-5x+6=(x—-1)-(x* —x—6) 1944 = 6324




2. Sorozatok
Nevezetes sorozatok

Sorozat Példak
— >0
n
1 1
1
=l
0-hoz tarté sorozatok 1
SN 0
Vn
1
n n

Sorozatok erossége
logen < ¥n <nk <k™<nl <n®




Hanyadosok hatarértéke

Hanyadosok hatarértéke

Példak

Polinom
Polinom

Ha két polinom van elosztva egymassal, akkor 3-
féle eredmény johet ki a hatarértékre. Ezeket akar
ranézésre is megtudjuk allapitani, csak meg kell
keresni a szamlalo legnagyobb kitevoji tagjat, €s a
nevez0 legnagyobb kitevdjl tagjat. Mindig a
nevezd legnagyobb kitevdjli tagjaval osszuk el az
Osszes tobbi tagot.

2n® —5n2 4+ 3n B

li

3

2

"M v 6nz—on

1. eset 205 —52+3->
= lim—2 I n-
Ha a szamlalo6 legnagyobb kitevdjii tagja és a n3 n? n
’r . e . . 4—3+6—3—9—3
nevezo legnagyobb kitevojl tagja megegyezik n n n
egymassal, akkor a hatarérték a legnagyobb 9 _c 1 3 1
kitevéjii tagok el6tti szorzo tényezok hanyadosa — lim —on Iz _
ez ireioold
n " n?
_2-0+0 2 1
T 4+0-0 4 2
’ 6n° —8n®+3
Mont tanz —on
5 3
2. eset 6l — gl 43
= lim—2 __n__
Ha a szamlalo legnagyobb kitevdjii tagja nagyobb, 9 n* ) n? 9
mint a nevezd legnagyobb kitevéjii tagja, akkor a n* " "nt “nt
hatarérték plusz vagy minusz végtelen lehet attol 6 3 1 3
fiiggden, hogy a legnagyobb kitevdjii tagok eldtti — lim n-Sytoz _
szorz6 tényezOk milyen eldjeliiek. 1 1
9+4—-9—=
n n
" 6n—0+0 N
= ———— (oe]
91 0-0
5n>—7n+8
li =
"3 + 5n2 — 6n
n? n , 8
3. eset i Tt
n3 n? n
Ha a szamlal6 legnagyobb kitevdjii tagja kisebb, 3 P +5 i 6 3
mint a nevezd legnagyobb kitevdjii tagja, akkor a 1 1 8
hatarérték 0 lesz fiiggetleniil a szorzotényezok 5 o 7T=+—=
eléjeleitol. = lim 1” ’11
3+5 -—6 s
. 0-0+0
= lim =




Hatvany
Hatvany

Ha két hatvanyos kifejezés van elosztva egymassal,
akkor is 3-féle eredmény johet ki a hatarértékre.
Ezeket ugyan gy, mint az el6zéekben akar
ranézésre is megtudjuk allapitani, csak meg kell
keresni a szdmlalo legnagyobb alapu tagjat, és a
nevezd legnagyobb alapu tagjat. Mindig a nevezo
legnagyobb alapu tagjaval osszuk el az dsszes tobbi

legnagyobb alapt tagja megegyezik egymassal,
akkor a hatarérték a legnagyobb alapu tagok eldtti
szorz6 tényezOk hanyadosa lesz.

s--(5)'+7- )

sv2- () -

tagot.
” 3-8"-8-6"+7-3"
M5 g +2-5n—3-2n
n n n
L
1. eset — lim—238 8 8" _

8n 5n 2"
Ha a szamlal6 legnagyobb alapt tagja és a nevezo 5- gt 2: gn 3 gn

2. eset

Ha a szamlal6 legnagyobb alapu tagja nagyobb,
mint a nevez6 legnagyobb alapu tagja, akkor a
hatarérték plusz vagy minusz végtelen lehet attol
fliggden, hogy a legnagyobb alapu tagok eldtti
szorzd tényezok milyen eldjeltiek.

3-9" 485" —2-4"

9Tl STL 4n
3'%"’8'7_‘”_2'%
7n 6™ 2"
11'ﬁ+7'7_n_5'7_n

= lim

s e ) -2 ()

M1 7m+7-6n—5-2n

n

wer @ 50
3(%n+0—0_

li =
Mm—1+0-0 7

n

3. eset

Ha a szdmlalo legnagyobb alapu tagja kisebb, mint
a nevezO legnagyobb alapt tagja, akkor a hatarérték
0 lesz, fuggetleniil a szorzotényezdk eldjeleitdl.

= lim

o S4T30 2T
MM 6" +3-5"—6-37

4" 3" 2"

67 . 5% _ 3"
2-Zz+3-Zm—6-7%

n n

5(5) +7:(5) —9-(3)

n

2+3-(3) -6 (2)
_0+0-0 0
T240-0 2




szam 1 3
lim(1+—) =1 llm<1+—> =1
n n
1 n 1 n
lim(1+—) =e llm<1+—> =e
n n
e-hez tarto " X
sorozatok lim (1 + —) = ek lim (1 + —) = e?
n n
k n 1 n
tim(a+) =0 (a>1) tim(343) = e
n n
k\" /1 1\
lim<a+—) =0 (a<1) llm<—+—> =0
n 2 n
Monotonitas
Lépések Példa
Adott egy sorozat: om — &
Ap = - I = en+3

Szeretnénk megtudni, hogy szigoruan monoton
nd, vagy csokken.

1. 1épés: Hatarozzuk meg a,,,;-€t.

_2-(m+1)-5 2n+2-5 2n-3
It = g M+ 1D +3 6n+6+3 6n+9

2. 1épés: Irjuk fel az aldbbi kiilsnbséget:

An+1 — An

_2n—3 2n—25
" 6n+9 6n+3

Apy1 — Qg

3. 1épés: A kiilonbség kozos nevezdre hozasa,
zarojelek felbontasa, egynemi tagok 6sszevonasa.

2n—-3)-(6n+3) (2n-—-5)-(6n+9)
(6n+9)-(6n+3) (6n+3)-(6n+9)
12n2+6n—-18n—-9  12n?+ 18n — 30n — 45
T 36n%+18n +54n+27 3612 + 18n + 54n + 27
12n? + 6n — 18n — 9 — (12n? + 18n — 30n — 45)
- 36n2 + 18n + 54n + 27 -
12n%2 + 6n — 18n — 9 — (12n? + 18n — 30n — 45)
- 36n2 + 18n + 54n + 27 -
12n% +6n—18n—9— 1202 — 18n +30n + 45 _

36n2% + 18n + 54n + 27
36

~36n2 +72n + 27

4. 1épés: Nézziik meg, hogy az igy kapott tort
pozitiv vagy negativ-e.

Ha pozitiv:
Api1 — Ay > 0 > Szig. mon.nd
Ha negativ:

Aps1 — Ay < 0 > Szig.mon. csokk.

36 &b
ﬁ —
36n2+72n+27 @

Apni1— Ay > 0 - Szig. mon.né

=@




Kiiszobindex szamitas

Lépések Példa
Adott egy sorozat és egy € sugara kérnyezet: 2n — 3
Ap = - = it s
E = o E = 10_3
1. 1épés: Szamitsuk ki a sorozat hatarértékeét.
n 3 3
_ - 2n-3 20— . 2—3 2 1
A=lima, A=1Ilim = lim = lim =—==
4n +5 44 5 44 5 4 2
n n n
2. 1épés: Irjuk fel az alabbi egyenlétlenséget.
2n—3 1
a, — Al <e -=| <1073
12, - Al 4n+5 2
2n—3 1 < 10-3
n+5 2
2n—-3)-2 4n+5 < 1
(4n+5)-2 2-(4n+5)[ 1000
r r 4 r r . TR Bd ee ] oo r .. .. 4n B 4n + 5 1
3. lepeﬂs: Az al,)szoh%tqtek jelen bell,lll kulonbseg, kozos 8n+ 10 8n+ 10 1000
nevezore hozasa, zardjelek felbontasa, egynemi tagok
0sszevonasa. 4n—6—(4n+5) < 1
8n + 10 1000
|4n—6—4n—5| < 1
8n + 10 1000
-11 1
<
8n +10( 1000
-11 < 1
4. 1épés: A kapott hdnyadosnak vegyiik az 8n + 101 1000
abszolutértekét. 11 1
8n + 10 < 1000
11 1
-(8n+10
8n + 10 < 1000 /( )
8 10
» o o 11 <2F /-1000
5. 1épés: Rendezziik at az egyenldtlenséget ugy, hogy n 1000
legyen a jobb oldalon. 11000 < 8n 4+ 10 /=10
10990 < 8n /:8
1373,75<n
6. 1épés: Ha nem egész szamot kaptunk eredményiil,
akkor lefelé kerekitsiik, fiiggetleniil a kerekités ny, =1373

szabalyaitol.




3. Fiiggvények hatarértéke

\ Hatérérték

/\

| Nem végtelenben vett hatarérték

e T,

Végtelenben vett hatarérték

szam 0 *® 0 szam
szam 0 "9 % szam 0
l l !
L’Hospital ' .
Egyszertien szssgllya 0a Megvizsgaljuk a Ugyanazokat a 1épéseket
kiszamoljuk. vagy szorzatti hatarértek. jobb és baloldali végezziik el, mint a
alakitas hatarértéket is. sorozatoknal.
L’Hospital szabaly
Lépések

Példa

Akkor alkalmazzuk, ha egy fliggvény hatarértékére %
vagy g eredmény jon ki. Az is elképzelhetd, hogy a
L’Hospital szabaly alkalmazasa utan megint egy % vagy g

tipust hatarérték jon ki, ilyenkor még egyszer
alkalmazzuk a szabalyt.

f OwuH f'
lim—=—— lim—
X—X( g xX—-Xxq g

f_oun f
lim==——lim—=

xX—-Xxq g (ole] X—Xq g

lim

x3—x2—8x+12_ 23 -22-8-2+12

x-2x3 —5x2+8x—4

25 -5-224+8-2—4

~8—-4-16+12 OwuH

= ==
8—20+16—-4 O

. 3x%2-2x-8
lim

3-22-2-2-8

*33x2—10x+8 3-22-10-2+8

12—-4-8

0 LH

e — —
12-20+8 O

6x — 2

6-2—2

12-2 10

e 10 62-10 12—-10_ 2 _°

Jobb és bal oldali hatarérték

Lépések

Példa

Akkor alkalmazzuk, ha egy fliggvény hatarértékére szam

0
eredmény jon ki. Jobb oldalinal a szamtdl picit nagyobb

szamot helyettesitiink be, bal oldalinal, pedig picit kisebbet.

lim—=—

Jobb oldali: lim + = — = oo
x—-0t X

x-0X

- . 1
Bal oldali: lim -
x—-0" X

I
|
|
|

8




4. Komplex szamok

i?=-1 i®=-1

Megjegyzés: i helyett szoktak j-vel is jeldlni.

Algebrai alak

Z=a + bi

/

Valos rész

Képzetes rész

(Re) (Im)
A komplex szimsik: Komplex szam, és kon;uga}ltja abrazolva a komplex
szamsikon:
Im A Im A
5i + 5i +
4+ 4+
31+ 3i -
_ , Z=3+2i
21 AT—————
|
i i - |
|
—t—F—+— —t —t—t—+— "t
5 4 3 2 - 1 2 3 4 5 Re 5 4 3 2 A 2 3 4 5 Re
1T i+ |
|
2i+ 2 —————
Z2=3-2i
3+ 3i-+-
_Aj-+ i+
5i+ 5i+

Az x tengelyen a komplex szam valos részét (Re), az y
tengelyen, pedig a képzetes részt (Im) jeldljik.

Komplex szam konjugaltjat gy kapjuk, hogy a képzetes
részének vessziik az ellentetjét. Komplex szam és a
konjugaltja mindig szimmetrikusak a valos (x) tengelyre.

Komplex szam: z = a + bi
Konjugaltja: Z = a — bi
Példa:

Komplex szam: z = 3 + 2i

Konjugaltja: Z = 3 — 2i




Példak a komplex szamsikon
Im A
si L
4i +
3 T

2i

5i
4i +

3T

2 7z=2j

1
S
|
1

5i 1
4i +
3+
_ z=3+2i
2 ——————
|
T |
|
I I I I I I I : I B
5 4 3 2 4 1 2 3 4 5 Re
_| ——
-2i__
3+
-dj—+
-5i—1-
In1‘
+5
4+ 4
43
z=-3+2i .
—————— 2
|
| + i
|
I I P I I I | I | -
5 -4 3 2 A 1 2 3 4 5 Re
- -i
—4-2i
+-3i
-4
-5



+-3i

+-4i

+-5i

z=3-2i

20

-2

-3

-4

-5

3=

-4j—+

-5

Im‘

Si +

4 +

3 T

2i T

-2

-4

-5

2i+

-3+

-4i—+

-5i-+

Im‘

5i

4i +

3T

2

-2

-4

-5

-5i



Miiveletek algebrai alakban Példa
Adott két komplex szam:
Zy=a;+byi zZy =5+ 12i
Zy=a,+by-i z, =14 3i
Osszeadas
Valos részt a valds résszel adjuk ssze, képzetes részt a
képzetes résszel.
zZ1+2, = (a; +ay) + (by + by) - i Z1+2,=(G5+1)+(2+3)i=6+5i

Kivonas

Valos részbdl a valds részt vonjuk ki, képzetes részbdl a
képzetes részt.

21—222(5_1)+(2_3)'l=4_i

zy— 2z, =(ay—az)+ (by—by)-i

Szorzas

Minden tagot 6sszeszorzunk minden taggal.

=5-1+5-3i+2i-1+2i-3i=

=al'az+a1'b2'i+b1'i'a2+b1'i'b2'i
=al'az+a1'b2'i+b1'i'a2+b1'b2'i2=
:al'az+a1'b2'i+b1'i'a2—b1'b2

zy ' Zy = (ay + byi) - (ay + byi) =

=54 15i + 2i + 6i% =
=5+15i+2i—6=—-1+17i

alakban.

Osztas
A tortet kibdvitjlik a nevezd konjugéltjaval.
Zy Z1 Z; ay+byi a,—Dby-i Zy, Z3 Z, 5420 1-3i
Z, 2, Z; ay+b,-i ay—by-i 7y 7 7, 1+3i 1-3i
Ezutan elvégezziik a szorzast, szamlalot a szamlaldval
nevezOt a nevezdvel szorozzuk. A nevezdben vald
szorzasnal megjelenik egy nevezetes azonossag.
(a+b)-(a—>b)=a?-b?
Z1_21 Lt bi ap— byl z, 7, Z, 5420 1-3i
Z, 2z Z; Gp+byi a;—byi 7, 2z, 7, 1+3i 1-3i
_ (a; + byi) - (a; — byi) _ (5 + 20 - (1—30)
az* — (byi)? = 12 — (30)2 =
:al-az—al-bz-i+b1-i-a2—b1-i-b2-i= 5 — 15i + 2i — 6i2
a,? — b, - i? = 12 — 32 .2 =
:611"12_‘11'172'll‘|‘b1'l"az_b1'bz'iz= _5—-15i+2i+6
ay2 — by” - i2 a 1+9 B

_ay a;—ay-by-i+byi-a;+by-b, _ -1k 11 13,

N a,? + b22 10 10 10
Hatvanyozast és gyokvonast sosem csindlunk algebrai Trigonometrikus vagy exponencialis alakban végezhetd

csak el.




Trigonometrikus alak

Attérés algebrai alakbol trigonometrikus

Példa
alakba
5i +
4 +
_______ | z 5 ————— Zz=3+3j
| |
r | 2| T r |
& :
(p\ A > —t—t— (PI\ I d Tt
Y Re 5 4 3 2 1 2 3 4 5 Re
a i
2i+
3i+
4i+
5i-+
Adott algebrai alakban egy komplex szam
z=a+b-i z=3+3i
Pitagorasz tétel segitségével szamitsuk ki hosszat (7).
r =+/3% 4+ 32
r =+ a? + b? r=v9+4+9
r=v18=3-v2
Tangens szogfiiggvény segitségével szamitsuk ki a
komplex szdm ¢€s az x tengely altal bezart szo6g nagysagat.
. 3
g8y =73
3
b b
tgp = Pt arctg (E) tgp =1 - ¢ = arctg(1)
— 4_50 — n
L
Behelyettesitjiik -t és @-t az alabbi képletbe.
Radianban
T T
z=3-V2" (cos—+ isin—)
z=r1"(cose +ising) 4 4
Fokban

z=3-V2 (cos45° + isin45°)




Miiveletek trigonometrikus alakban

Példa

Adott két komplex szdm trigonometrikus alakban:

z; =1, (cos@; +i-sing,)

Zy, =15+ (cos @, +i-sin¢,)

Radianban

zZ1=2" (cosg+ i sin—)

Zy = 6-(cosg+ i-sing)

Fokban
z; = 2-(cos90° + i - sin 90°)
z, = 6 (cos 60° + i - sin 60°)

Osszeadas és kivonas

Nem szoktuk trigonometrikus alakban elvégezni, mindig

algebrai alakban végezziik el.

Szorzas

Ossze szorozzuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket

pedig 6sszeadjuk.

ZyZ; =711 7Ty (cos(@q + @;) +i-sin(@, + ¢;))

Radianban
"Z;=2"6" (cos( )-I-l 51n(72T+g))=

3m 2w 3m 27w
=12-(cos(— —)+l sm( +—)>=

6 6 6 6
5 .. (5m
=12- (cos <?) 4+ i-sin <?>)
Fokban

Zy+Zy =26+ (cos(90°+ 60°) + i -sin(90° + 60°)) =
=12 - (cos(150°) +i-sin(150°))

Osztas

Elosszuk a hosszisagokat egymassal, a szogeket pedig

kivonjuk.

Zq

r
2L (cos(@pq — @) +i-sin(@, — @3))
Z; T

Radianban

2
z—:zg-(cos(g—%)+i-sin(g—g))=

2 (oos (-2 i (- 2) -

3 6 6 6 6
= % . (cos (g) +i-sin (%))
Fokban
z;y 2 ..
Z =< (cos(90° — 60°) + i - sin(90° — 60°)) =

= % (cos(30°) + i - sin(30°))




Hatvanyozas

A hosszusagot annyiadikra emeljiik, ahanyadikon van a
komplex kifejezés, a szoget pedig annyival szorozzuk
meg.

Radianban

213=23-(cos(3-%)+i-sin(3-g))=

e (cos (377:) +1i-sin (37n>)

z" =1," " (cos(n-@q) +i-sin(n- ¢,))

Fokban

z,3 =23 (cos(3-90°) +i-sin(3-90°)) =

= 8- (cos(270°) + i-sin(270°))

Gyokvonas

A hossztsagbodl annyiadik gyokot vonunk, ahanyadik
gyok ald van vonva komplex kifejezés, a sz0ghoz pedig
hozzaadunk k - 2r-t, és elosztjuk annyival, ahanyadik
gyok ala van vonva.

Y P e ¢1t+k-2m\ . p;+k-2m
5= 47 o (P (1222
k=0123..(n—1)

Ha fokban szamolunk:
¢1+k- 360°>)

’i/?z%-(cos(w)+isin( -
k=0123..(n—1)

Itt mindig tobb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

Radianban

b14 14
5+ k2w >+ k2w
%-(cos(zT>+i-sin<zT

)

k=0
+ 0- 27r> + 021
co + i -sin =
3
L I
3 2 2
COS 3) i-sin 3
TC Tl'
= :{/E ' (COS (g + i-sin g))




'V? = '\'/r—l . (COS (%’(ZTE) +i-sin (W))
k=0123..(n—1)

Ha fokban szdmolunk:

% = 'i/"_l (cos (M) +i-sin (M))
k=0123..(n—1)

Itt mindig t6bb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

k=1
) Z+1-2m Z+1-2m
2| cos 3 4+ i-sin 3
T T
=+ 2r =+ 27
=W- cos 2 + i -sin 2
3 3
n 4m T 4
=32+ cos 2 2 + i -sin 2 2
3 3
51 51
3 2 . 2
V2| cos 3 lsm<3
5 5w
47 () o )
V2 - (cos 3 + i-sin G
k=2
) Z+2-2m Z+2-2m
2| cos 3 4+ i-sin 3
T
5+ 4n 5+ 4n
=32+ cos 2 + i -sin
3 3
m 8w m 8w
+ 5+ =
=32+ cos 2 2 + i -sin 2 2
3 3
9 9
=32+ cos % +i-sin % >=
o o
3 . N
-7 (o () 10 )
V2 - (cos 3 i-sin G




n n (p1+k'27'[ . . (p1+k'2ﬂ:
fzy = ﬁ-(cos(T)+l-sm(T)>

k=0123..(n—1)
Ha fokban szamolunk:

% = 'i/"_l (cos (M) +i-sin (M))
k=0123..(n—1)

Itt mindig tobb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

Fokban

3zl=§/§'<cos( 3

90°+k-360°) _ (
_— L' SIn

90° + k - 360°>)
3

k=0

90° + 0 - 360°
W-(cos( 3 )+i-sin<

90° + 0°
= 3\/E'(COS(T)+1'-sin

90°
=32- (cos( 3

)+i-sin

90°+ 0-360°

3

(=)

(5))-

= V2 (cos(30°) + i - sin(30°))

)=

k=1

N

90°+ 1-360°

3

90° + 1-360°\
'(COS( )+l'Sll’1<
(90° + 360°)

= W (COS

4+ i-sin

450°
3

:?{/E'<COS<

>+i-sin

3

<90° + 360°

3

(5)-

= V2 (cos(150°) + i - sin(150°))

)

))-

k=2

N

90° + 2 - 360°

3
90° + 720\
T) 1 SIn

810°
=32- (cos( 3

90° + 2 - 360° o
-(cos( )+l-51n<

w

=32 (cos

)+i-sin

3

(90° + 720°

3

or)-

=32 (cos(270°) + i - sin(270°))

)

)=




Exponencialis alak

Attérés algebrai alakbol exponencialis alakba

Példa

5
4 +
I3 [

21 1

211

3i+

Ugyanazokat a 1épéseket kell elvégezniink, mint
trigonometrikus alakra valo attérésnél, csak a végén
mas képletbe kell behelyettesiteni.

Adott algebrai alakban egy komplex szdm
z=a+b-i

z=3+43i

Pitagorasz tétel segitségével szamitsuk ki hosszat (7).

r =+ a? + b? r=v9+9
r=vV18=3-V2
Tangens szogfiiggvény segitségével szamitsuk ki a
komplex szdm ¢€s az x tengely altal bezart sz6g nagysagat.
oo = 3
8¢ =3

b b
tgp=_—-¢= arctg(a)

tgp =1 - ¢ =arctg(l) » ¢ = 45°

Behelyettesitjiik -t és ¢-t az alabbi képletbe.

N
m~
&Y

Fontos!

Mig trigonometrikus alaknal fokban és radianban is
beirhattuk a szogeket, addig exponencialis alakban
csak radianban lehet beirni a szogeket!




Miiveletek exponencialis alakban

Példa

Konnyti lesz megjegyezni a miiveleteket, mivel
ugyanazok lesznek, mint trigonometrikus alakban voltak.

Adott két komplex szam exponencialis alakban:
Zl == T‘l " el(pl

Z2 = T‘2 " el.(pz

N
=
Il
)
[
NTE]

N
[\S]

I
o
®

wix

Osszeadas és kivonas

Nem szoktuk exponencialis alakban elvégezni, mindig
algebrai alakban végezziik el.

Szorzas

Ossze szorozzuk a hosszisagokat egymassal, a szogeket
pedig 6sszeadjuk.

Z1"Zy =74 Ty e (P1192)

Z1°2,=2"6" ei-(%+%) —12. el.(%ﬂ_z?ﬂ) . 51

Osztas
Elosszuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket pedig
kivonjuk.
LT i 22 aEE L a1
Z; T Z; 6 3 3
Hatvanyozas

A hosszusagot annyiadikra emeljiik, ahdnyadikon van a
komplex kifejezés, a szoget pedig annyival szorozzuk
meg.

Zln — rln et o1




Gyokvonas

A hosszusagbdl annyiadik gyokot vonunk, ahanyadik

gyok ala van vonva komplex kifejezés, a sz6ghoz pedig

hozzaadunk k - 2m-t, és elosztjuk annyival, ahanyadik
gyok ala van vonva.

p1+k2m
k=0123..(n—1)

Itt mindig t6bb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

T
_.7+k'21'l'

k=0
%+0-2n g 5 T
3 B 3 L [ —
V23 =323 =32-¢€'6
k =
T T T AT
S+1-2m 5+21 +—-
3 i-2 3 -2 22
\/E e 3 = \/E e 3 =412-e 3
51 51
. . 5m

81




5. Derivalas
Alapderivaltak

Szabaly Példak




Szabaly Példak




Derivalasi szabalyok

Elnevezés Szabaly Példak
DSZ1 (c-f) =c- (8x°) = 8- = 48x°>
£\ x*) B 2
Doz () =% (z) =% =3"
B+ 7) = + 7% In7
DSZ3 FxD)'=/"x4g 1
(sinx — ) = 3
DSz4 (f-0) = +f-9 (x* ) = + x*: (—sinx)
\ —f-q sinx\" — sin(x) - 3x?
DSZ5 (—) = _ ( ) - oy
(sin( ) = 51"
DSZ6 | (F( D) = () ') ey m et
7)) = - (—sinx)
DSz7 (f) = (e ) = (e"™f) = e/ (g' - Inf + )=f"-(g"-Inf+
(x) = (en* )’ =(e'm¥)y =X . (1 -Inx + ) =
Példa 1
=x -(1-lnx+ . )=xx-(lnx+1)
((sinx) )r — (eln(sinx) )’ — (e -ln(sinx))' —
= e mGinD L (ginx - In(sinx) + )=
Példa 2 = (sinx) . (— sinx - In(sinx) + ) =
. ) ] cos®x
= (sinx) : (— sinx - In(sinx) + Sinx )




6. Fiiggvényvizsgalat

Lépések

Példa

G =

fx) =x3—6x%+9x

1) Ertelmezési tartomany

1. 1épés: Megvizsgaljuk a fliggvény értelmezési
tartomanyat. 3 fajta tipus van, ahol nem a valés szamok az
értelmezési tartomany:

e Vx-Drix=0
o logx > Df:x>0
1
> - Ds:x € R\ {0}

Mivel egyikbe sem tartozik bele ezért:
Df: x€ER

2) Zérushely

1. lépés: A fiiggvényt egyenlévé tessziik 0-val, majd
megoldjuk az egyenletet. Az egyenlet megoldasai lesznek a
fliggvény zérushelyei (ahol a fliggvény metszi az x

tengelyt).

f(x)=0

x3—6x2+9x =0
x-(x2=6x+9)=0
Egy szorzat akkor 0, ha vagy egyik, vagy masik tagja 0:
x1=0
x2—6x+9=0
Xy =3

A fiiggvény a 0 és 3 pontokban metszi az x tengelyt.

3) Tengelypont (Tengelymetszet)

1. 1épés: A fiiggvénybe minden x helyére 0-t helyettesitiink
be, igy megfogjuk kapni, hogy hol metszi a fliggvény az y
tengelyt.

£(0) = -

f(0)=03-6-02+9-0=0
A fiiggvény a 0 pontban metszi az y tengelyt.

4) Hatarértékek

1. 1épés: Megnézziik, hogy a fiiggvény hova tart a

végtelenben.
lim f limx3 — 6x* +9x =
X—00 X—00
2. 1épés: Megnézziik, hogy a fiiggvény hova tart a minusz
végtelenben.
lim f lim x3 — 6x% + 9x = —
X——00 X—>—00




3. 1épés: Csak akkor végezziik el ezt a 1épést, ha a

fliggvény nem a valds szamok halmazan van értelmezve,
hanem vannak szakadasi helyei is. Megnézziik a fiiggvény

hova tart a szakadasi hely jobb és bal oldalan.

lim
x—Szakadasi helyt

f

m
x—-Szakadasi hely~

Mivel a fliggvénynek nem volt szakadasi helye, ezért
ezeket nem kell elvégezniink.

5) Monotonitas, sz€ls6 értékek

1. 1épés: Lederivaljuk a fliggvényt.

f'(x)

fl(x)=3x2—-6-2x+9=3x2—-12x+9

2. 1épés: Az igy kapott derivalt fliggvényt egyenléve
tessziik 0-val.

f'x)=0

3x2 —12x+9=0
Egyszerisithetiink 3-mal.
x?—4x+3=0

3. 1épés: Megoldjuk az egyenletet.

ffx)=0

xl — e

xz == e

x> —4x+3=0
x1:1

x2:3

4. 1épés: Megrajzoljuk a tablazatot, ha volt az elején
szakadasi hely, akkor az is kapni fog egy oszlopot.

x<x1 X = X1 x1<x<x2 X = Xy x2<x

x <1 1<x<3 3<x

f'(x)

f()

f(x)

f)

5. 1épés: Kitoltjiik a tablazat els6 sorat. Az els6 sorba

X = X1 és x = x, 0szlopba 0-t irunk. A tobbibe pedig &

¢s 6, annak megfelelden, hogy az adott tartomanyon a
derivalt értéke pozitiv vagy negativ értéket vesz fel.
Legyen @ © @ a maradék 3 cella a példa kedvedért.

x<x1 x=x1 x1<x<x2 x=x2 x2<x

x <1 1<x<3 3<x

fl| & 0 S 0 ®

ffx)| & 0 ) 0 ®

f()

f()




6. 1épés: Kitdltjiik a tablazat masodik sorat. El6szor az elsd
sor @ és © alatti cellait. Ha @ volt akkor azon a részen
szigoruan monoton ndvekvé lesz a fiiggvény (), ha pedig
© volt, akkor azon a részen szigoruan monoton csdkkend

lesz a fliggvény (V).

X<X | X=%x1 | % <X<Xp | X=X | X, <X x<1l|x=1]1<x<3 | x=3|3<x
fl| & 0 © 0 ® fl] @ © 0 ®
fx)| 7 \ 7 fx)| -~ \ 7

7. 1épés: Kitoltjiik a tablazat masodik soranak hianyzo

cellait (a 0-k alattiakat):

e Ha eldtte 1évQ cella 7, az utana 1évo N, akkor a
fliggvénynek maximuma van.

e Ha elbtte 1év6 cella \, az utana 1évo 7, akkor a
fiiggvénynek minimuma van.

e Ha el6tte 1év0 cella , az utana 1évo ', vagy az

elotte 1évo cella 7, az utana 1évo 7, akkor a

fliggvénynek ebben a pontban nincs szélsdértéke.

X<xX |Xx=%x1 |, <x<Xp | x=%, | x,<x x<1l|x=1]1<x<3 | x=3|3<x
ffx & 0 S 0 ® |fx| & 0 o 0 ®
f(x) 7 Max. N Min. 7 f(x) 7 Max. \ Min. 7

8. 1épés: Ha kérdezik a szélsoértékek értékeit is, akkor az
eredeti fiiggvénybe behelyettesitjiik x; €s x, értékeit.

fx) =x3—6x%+9x
f1)=13-6-12+9:-1=1-6+9=4
f3)=33-6:32+9:3=27-54+27=0
Minimum: (3; 0), Maximum: (1; 4)

fl) =
flx) =

6) Konvexitas, inflexiés pontok

1. 1épés: A 5.) Monotonitas, sz€lso értékek 1. 1épésében
kapott fliggvényt le derivaljuk.

f'(x) =3x%>—12x+9

fr) £7(20) = 6x — 12

2. 1épés: Az igy kapott derivalt fliggvényt egyenlove
tessziik 0-val.

f"(x)=0 6x—12=0

3. 1épés: Megoldjuk az egyenletet. (x5 és x,-el jeldltem az
egyenlet megoldasait, hogy ne legyen Gsszekeverve az
elébb kapott x; és x, megoldasokkal, de van olyan is, hogy
ugyanaz a megoldas jon ki itt is.)




4. 1épés: Megrajzoljuk a tablazatot, ha volt az elején
szakadasi hely, akkor az is kapni fog egy oszlopot.

x<x3 X = X3 x3<x<x4 X = Xy x4<x

£

f)

x <2

2<x

£

f()

5. 1épés: Kitoltjiik a tablazat elsd sorat. Az els6 sorba
X = x5 és x = x, 0szlopba 0-t irunk. A t6bbibe pedig @ ¢és
©, annak megfelelden, hogy az adott tartomanyon a
masodik derivalt értéke pozitiv vagy negativ értéket vesz
fel. Legyen @ © @ a maradék 3 cella a példa kedvedért.

X<Xx3 | Xx=x3 | x3<x<Xg | X=Xy | X4<X

') @ 0 ) 0 ®
f(x)

x <2

2<x

£

f()

6. 1épés: Kitoltjiik a tdblazat masodik sorat. E16szor az els
sor @ és © alatti cellait. Ha @ volt akkor azon a részen
konvex lesz a fiiggvény (U), ha pedig © volt, akkor azon a
részen konkav lesz a fliggvény (N).

X<Xx3 | Xx=x3 | x3<x<Xg | X=Xy | X4<X

') @ 0 ) 0 ®

f(x) U n U

x <2

2<x

£

f()

7. 1épés: Kitoltjiik a tdblazat masodik sordnak hianyzo
cellait (a 0-k alattiakat):

e Ha eldtte 1év0 cella U, az utana 1évo N, vagy
forditva, akkor a fiiggvénynek inflexids pontja van.
e Ha el6tte 1év6 cella U, az utana 1évé U, vagy mind a
kettd N, akkor a fliggvénynek ebben a pontban
nincs inflexiés pontja.

x < X3

x=X3

X3 < x < X4

X = Xy

X4 < X

£

2]

0

S

0

®

x <2

2<x

f)

U

Inflexid

N

Inflexid

U

£

f()

Inflexid

8. 1épés: Ha kérdezik az inflexios pontok értékeit is, akkor
az eredeti fliggvénybe behelyettesitjiik x5 és x, értékeit.

flxs) =+
fg) =

f2)=23-6-22+9-2=8-24+18=2

Inflexids pont: (2;2)




7. Derivalas alkalmazasai
Erinté egyenes egyenlete

Lépések Példa
Adott egy fiiggvény:
Flx) = - fx) =x%*+4x
Szeretnénk felirni a fliggvény érintd egyenesének Xo =3

egyenletét egy x, pontban.

1. 1épés: Szamitsuk ki a fliggvény értékét x, helyen.

flxg) = f(3)=3%2+4-3=9+12=21
2. 1épés: Derivaljuk le a fiiggvényt.
fllx) = fl(x)=2x+4
3. 1épés: Szamitsuk ki a derivalt fliggvény értekét x,
helyen.
f'(x0) = - f(3)=23+4=6+4=10

4. 1épés: Helyettesitsiik be a korabban meghatarozott
értékeket az alabbi képletbe.

y=f'(x0) (x —x0) + f(x0)

y=10-(x—-3)+21

5. 1épés: Zarojel felbontasa, 6sszevonas

y=10-(x—3) +21 = 10x — 30 + 21

y=ax+b y=10x—9
Taylor polinom
Lépések Példa
Adott egy fliggvény:
flx) =" Hatarozzuk meg az f (x) = cos x fiiggvény megadott

Szeretnénk felirni a fiiggvény n-ed renda Taylor
polinomjat egy x, szdm koriil.

Xo = 0 pont koriili 4-edrendli Taylor-polinomjat.

1. 1épés: Derivaljuk le a fiiggvényt n-szer.

ZOER

1) = -

@) =
f@(x) =

f'(x) = —sinx
f"(x) =—cosx
F®(x) = sinx
f®(x) = cosx




2. 1épés: Szamitsuk ki az eredeti fiiggvény és a derivalt
fliggvények értékét x, helyen.
fGo)(= FO0xo)) = -+ fGo) (= FO©@) = cos0=1
f'(x) = - £'(0) =—sin0=0
f(xg) = - f"(0)=—cos0=-1
f®(xg) = - £®(0) =sin0 =0
F™(xg) = - f®(0)=cos0=1
3. 1épés: A kiszamolt értékeket helyettesitsiik be az alabbi
képletbe.
k 4
£ (xo) 8
Ta() = ) = (x—x)" = R Y
n! n!
n=0 n=0 '
f(xo) f'(xo) 1 0
= 0l '(X—XO)O+T'(X—XO)1+ =a (X—0)0+§ (X—0)1+
f"(x0) £® (x0) . 0 ) 1 .
+—; (x —x9)% + 30 c(x—x9)3 + - tor (x—0)2+§ (x—0)3+a (x —0)*
T,(x)=1-x°+0-x! +_—1-x2 +0-x3 +i-x4
* 2 24
- - 1 1
4. 1épés: Ha tudunk, egyszertsitsiink. T,(x) =1+0— Exz +0+ ﬁx4
1 1
1 _ a2 4
T,(x)=1 5% +24x
L’Hospital szabaly
Lépések Példa

Akkor alkalmazzuk, ha egy fiiggvény hatérértékére 2
vagy g eredmény jon ki. Az is elképzelhetd, hogy a
L’Hospital szabaly alkalmazasa utan megint egy % vagy §

tipust hatarérték jon ki, ilyenkor még egyszer
alkalmazzuk a szabalyt.

. X —x?—8x+12  23-22-8-2+12
X3 _5x2+8x—4 23-5.2218.2—4
8-4-16+12 8-4—16+12 Oum

imdL = O, I T8-20+16—4 8-20+16—-4 0
xxg 0  xoxg _ 3x?-2x—8 3:22-2-2-8 _
f owoun  f 23x2—10x+8 3-22-10-2+8
lim—=——lim—
x=x0 g e} x-x0 g _12—4—8_9%
~12-20+8 0
, 6x—2_6-2—2_12—2_10_5
“6x—10 6-2-10 12-10 2




Gazdasagi feladatok

Jelolések:

Mennyiség: x, q

Egységar: p(x), p(q)

Bevétel (Revenue): B(x), B(q),R(x),R(q)

Koltség (Cost): K(x),K(q),C(x),C(q)

Profit (Nyereség): P(x), P(q), Pr(x), Pr(q),Ny(x), Ny(q),n (x),m(q)
Profit = Bevétel — Koltség

Pr(x) = R(x) — C(x)

Bevétel Koltség
Bevétel = darab - ar Koltség = Fix koltség + Valtozo koltség
Mennyiseg: x Egysegar: x Fix koltség: FC
Egységar: p(x) Kereslet (darabszam): D(x) Valtozo koltség: VI (x)
R(x)=pkx)-x R(x) =D(x)-x C(x) =VC(x) + FC
Példa
_ Valtozo koltség: 5
p(x) =3x+2 Fix koltség: 10
R(x)=p(x)-x=Bx+2)x=3x%+2x C(x)=VC(x)+FC=5x+10

Pr(x) = R(x) — C(x) = 3x% + 2x — (5x + 10) = 3x* — 3x — 10

Kereslet, Kinalat

Mennyiség: x, q

Kereslet (Demand): D(x), D(q)
Kinalat (Supply): S(x),S(q)



Egyensulyi ar, egyenstlyi mennyiség: Ahol a két fiiggvény metszi egymast (D = S)

Hatarmennyiségek

Hatarkoltség: Koltség derivaltja (C'(x), MC)
Hatarbevétel: Bevétel derivaltja (R'(x), MR)
Hatarprofit: Profit derivaltja (Pr'(x), MPr)

Ertelmezések: Ha egységnyivel noveljilk a mennyiséget (arat), a kapott értékkel fog néni/csokkenni a koltség, a
bevétel, vagy a profit

Lépések:

1. 1épés: Fiiggvény derivalasa

2. 1épés: x, behelyettesitése a derivalt fliggvénybe
3. 1épés: Ertelmezés

Elaszticitas (Rugalmassag)

Jelolése: E, € (epszilon)
X0

f(xo)
Ertelmezés (fliggvények esetén): Megadja, hogy ha x 1 %-kal nd, hany %-kal fog novekedni a fliggvény értéke

E(x¢) = f'(x0) -

Lehet pozitiv negativ és 0 is

Lépések:

1. 1épés: Fiiggvény derivalasa

2. 1épés: x, behelyettesitése a derivalt fiiggvénybe
3. 1épés: x, behelyettesitése az eredeti fliggvénybe
4. 1épés: Behelyettesités a képletbe és kiszamolas

5. 1épés: Ertelmezés



8. Integralas

Alapintegraltak

Elnevezés Szabaly Példak




Elnevezés Szabaly Példak




Integralasi szabalyok

Elnevezés Szabaly Példak
1SZ1 J.fdxz +c fxlzdxz +c
1SZ2 fc-fdx=c-ffdx JS-x3dx=5-fx3dx=5- +c
f 1f x© 1 1 x’7
1SZ3 —dx =—- d —dx=—- bdy = —-— = —
fcx E fdx fzdx 2fxdx > 14+c
fx+ =fxdx+f dx =—+sinx+c¢
1SZ4 f + dxzf dxif dx
f 4 fl _fld J d = 6* +
x — ) x= In6 " €
x+b x+8
1SZ5 J-f(x+b)dx=¥+c jsin(x+8)dx=—¥+c




Integralas szorzasi szabalyok

Elnevezés Szabaly Példak
f(x +2)-(2x% —5x3) dx =
= J(2x3 —5x* +4x? — 10x3) dx =
= f(—Sx4 —8x3 + 4x?)dx =
Ha elvégezhetd a szorzas végezziik el, és
1SZSZ1 L. 1
utdna integraljunk.
=—5-fx4dx+(—8)-fx3dx+4-fx2dx:
x> x* x3
Syt 8 A
4
= —x° —2x‘*+§x3 +c
Ha a fiiggvény valamely hatvanya meg
van szorozva a fiiggvény derivaltjaval. 2 4 54)5
1S2SZ2 (x? + 5x)* gy = K HSO°
fn+1 5
n, —
Jf dx —— +c
1. fajta
fx-sinxdxzx-( )—f . dx =
f=x g =sinx
Parcialis integralas
Két fajta van:
_ . =x-( )—(—1)-fcosxdx=
1. fajta 2. fajta
f@) [9'0o f@ 9@ —x-( o)+ [ cosxx =
x" | sinx Inx x"
=x-(—cosx)+sinx+c
x™ | cosx log, x x™ .
2. fajta
ISZSZ3 x™ e* arcsinx | x"
xn ax arctgx xn fx?"lnxdx=lnx' _f dx:
f=lInx g =x3
ff-g’dxzf- —f o dx
fly
=Inx ——-fx3dx—
iy x* 1 x*
S Ty T
In(x) x* x*
()%t _xt
4 16




1ISZSZ4

A szorzat egyik tagja Osszetett fiiggvény,
a masik tag pedig az 0sszetett fliggvény
belsé fiiggvényének derivaltja.

ff( )-g’(x)dxz ( )+c

fcos( ):5%In5dx = ) +c

1SZSZ5

Helyettesitéses integralas

Akkor szoktuk alkalmazni, ha egy x-es
kifejezés van 0sszeszorozva egy gyokos
kifejezéssel €s a gyok alatt legtobbszor

ax + b tipusu kifejezés szerepel.

fx-\/ax+bdx

fx-\/8x+3dx

1. 1épés: Uj valtozo (u) bevezetése.

2. 1épés: Uj valtozo x szerinti derivalasa.

, du_
(u —)dx—a

3. 1épés: A kapott egyenlet adtrendezése
dx-re.

du_
dx

du =a-dx /ia

a /- dx

du
— =dx
a

4. 1épés: 1. 1épésben kifejezett egyenlet
atrendezése x-re.

u=ax+b»b /—b

u—>b=ax /:a

u=28x+3 /=3
u—3=28x /:8

u—b u—3
a * 8 *
5. 1épés: Behelyettesites.
u—>ob du u—3 du
Jx-\/ dx=J . -\/_7 Jx-\/ dx=J 5 \/_g




6. 1épés: Kiemelések, szorzasok elvégzése

u—>nb du u—>n
f -\/——=f  Vudu =
a a

a

=%-f(u—b)\/adu=

—%'J.(u'\/——b-\/ﬂ)duz

1 3 1
=;-f(u2—b-u2)du

J

-
=%'J(u—3)'\/ﬂdu=
=6i4'f(u'\/——3-\/ﬂ)du=

1 3 1
—a-f(uZ—B-uZ)du

7. 1épés: Az integralas most mar
1ISZSZ5 elvégezhetd.
3 1 E 3 E 3
7 [ (= bead) - L[ _ e 2w s2w
‘ 64 | 5 3 ) 564 3-64
5 : s 3 2 2
L w)_2zw b2u 5 3 5 3 5 3
;' ?_ ? 5a? N 3a?2 _2 uz Zuf_zuf Z'UE_U,E uz
: 2 5-64 64 320 64 160 32
8. 1épés: Az 1. 1épésben 1évo egyenlet

visszahelyettesitése u helyére.

5 3
2-(ax + b)2 b-2-(ax+b)f+
5a? 3a? ¢

5 3
(8x+3)2 (8x+3)2 N
160 32




Integralas osztasi szabalyok

Elnevezés

Szabaly

Példak

10SZ1

Ha elvégezhetd az osztas végezziik el, és
utdna integraljunk.

dx =

2x3 — 5x* + 8x°
f x?

- + dx =
x2 x2 x2

x3 x4 x>
:Z'IFdX—S'deX+8'dex:
=2-dex—5-]x2 dx+8-fx3 dx =

x? x3 x*
=2-——-5-— —_— =
2 > 3 +8 4

f2x3 5x* 8x°

5
=x2—§x3+2x4+c

10SZ2

Ha a szamlaldban a nevez6 derivaltja
szerepel.

o
JFdx—ln|f|+c

2x—9
j 5 dx—lnlx — 9| +c
x

10SZ3

Ez a szabaly mar eldkeriilt a szorzasi
szabalyoknal (1SZSZ2).

Ha a tort nevezdjében hatvany szerepel és
a hatvany belsé fiiggvényének a
derivaltja megjelenik a szamlaloban,
akkor a nevezdt fel tudjuk hozni a
szdmlaloba.

f n+1
—_— = n =
—dx = j fTMdx = n+1+c

f (x3 + 3x2)7 dx =

(234 3x*)7dx =

I
—

_ (x®+3x%)7°
B —6

+c

10SZ4

Tortbol szorzatot csinalunk.

fLoee 1 e

Inx
f—dx—flnx —dx
Tudjuk, hogy (Inx)" = ;. Alkalmazzuk 1SZSZ2-t:
ffn - dx = +c

J(lnx)l- dx = +c




10SZ5

Helyettesitéses integralas

Ugyanazokat a 1épéseket kell elvégezni,
mint 1ISZSZ5-nél is. Akkor alkalmazzuk
leggyakrabban, ha a szdmlaloban x-€s

kifejezés a nevezdben, pedig Vvax + b
tipusu kifejezés szerepel.

X
——dx
J.\/ax+b

X

—dx
f\/3x+ 7

1. 1épés: Uj valtozo (u) bevezetése.

2. 1épés: Uj valtozo x szerinti derivalasa.

, du_
(u’ _)dx_a

3. 1épés: A kapott egyenlet atrendezése
dx-re.

du_
dx

du=a-dx /ia

a /-dx

du
— =dx
a

/- dx

/:3

4. 1épés: 1. 1épésben kifejezett egyenlet
atrendezése x-re.

u=ax+b»b /—b
u—>b=ax /:a

u—»>»
=x

a

u=3x+7

u—7=3x

/-7

/:3

5. 1épés: Behelyettesités.

u

;du

| o=




10SZ5

6. 1épés: Kiemelések, szorzadsok

elvégzése.
J‘ ; du fu—b p ;

\/_ a az-\/ﬂ 3 du_ u—7 du =
1fu—bd 1 u—bd f\/—?_J32\/—u_
—_ u=— u =
az | u a?) u 1Ju_7d _1fu_7 B

ifi_i _ o' ) Mol T T

a? Vu Vu 1 u 7 du =

1 fu b 9 f_u_ﬁ “e
2 1
a uz =l-fu—7du=
9 1 1
1 J‘u uz Uz
T a 1~ 1d 1 1
uz - uz 1-fuZ —7u 2du

1 (12 1 9

sl uz—b-uzdu=

a

7. 1épés: Az integralds most mar

elvégezhetd.
1 1 1
— juz —7u 2du =
1 [ 1 ! 9
- uz—b-u 2du= 3 1 3 1
a 1 [u2 ; u2 2:uz 7-2-u2
3 1 3 1 s l\=—/7"=|= -
1 (uz wz\ 2wz b-2-ul °\3 2] 300
az’ 3 T " 322 a? 3 1
2 2 _20u2 14-u2
-27 9
8. 1épés: Az 1. 1épésben 1év0 egyenlet
visszahelyettesitése u helyére.
3 1 3 1
2:(ax+b)z b-2-(ax+b)2 2:3Bx+7)2 14-(3x+7)2
32 & e 27 9




Hatarozott integralas

Példak

Hatarozott integralas

b
[ r@ax =GR = o) - F@

4
Nt 44 2% 256 16
- L L _64—4=60

T4 4 4 4

Impropius integralas
Szabaly Példak
oo b b
1 1
f—zdx= lim]—zdx =lim | x %dx =
X b—oo X b—-oo
2 2 2
x~17° 17°
= lim |—| =lim ——] =
b—oo —1 ) b—oo X 2

fm fx)dx = lim f f(x) dx

b b
[re0ax = tim [ reoax

(-5~ (-3)=0-(-3) =2

2
- 3 ( 3 ) _
AU 2a2)) =
. ( 3,3)__3
T\ T2 2q2) T T2




9. Integralas alkalmazasai
Teriiletszamitas

Lépések

Példak

b
T = ff(x)— dx

Adott f(x) és fiiggvények, szeretnénk
meghatarozni az altaluk bezart teriilet nagysagat.

f(x) =x*—4x+8

1. 1épés: A két fiiggvényt egyenldvé tessziik
egymassal és megoldjuk az egyenletet, ez az esetek
90%-ban egy masodfoku egyenlet lesz, amibdl két

megoldast fogunk kapni. A kapott két megoldas lesz
az integralasi tartomany (a, b).

x> —4x+8=
x> —4x+8= /—x
fx) = x2-5x+8=4 /—4
x;=-(=a
! =a) x2—5x+4=0 /Méasodfokd megoldék.
x, = -+ (= b)
x1=1(=a)
x; =4(=b)

2. 1épés: Alkalmazzuk a korabban felirt képletet:
b
T = j flx) — dx
a

”a” mindig a két megoldas koziil a kisebb, ”b” pedig
a nagyobb lesz.

4
T=fx2—4x+8—( ) dx
1

3. 1épés: Elvégezziik a kivonast (f (x) — )
legtobbszor itt is egy masodfoku kifejezést fogunk
kapni, Jel6ljik ezt h(x)-el. (h(x) = f(x) — )

b
T = fh(x) dx

4

T = fx2—5x+4dx

1




4. 1épés: Integraljuk h(x)-et az [a, b] tartomanyon, a
kapott végeredmény lesz a két fiiggvény altal bezart
teriilet.

b
T= f h(x) dx| = [H@OL] = [H®) - H(@)|

a

2

2 4
x——5x—+4x
3 1

43 42 13 12
?—57+44—<?—57+41>| =

%51 (1 52 +4)| =
3 2 N

BE
12

Térfogatszamitas

Lépések

Példak

- f £2(x) dx

Szamitsuk ki az f (x) = x + 3 fiiggvény x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogatat az [1; 4]
intervallumon.
fP) =@ +3)*=x*+6x+9

4
V=m- fx + 6x +9dx =
1
3
_ [?
43 42 13 12
=n-<?+6-7+9-4—<?+6-7+9-1>>=

(8618, 36 <1+6 1+9) -
RANE 2 3 2 -

2 4
+6- x—+9x =
2 1

= (64+48+36 ! 3 9)—

N 3

63
_Tl"(—+72)=7'['(21+72)=931l'




Atlagszamitas

Lépések Példak
Szamitsuk ki az f(x) = x® fiiggvény atlagat a [2; 4]
intervallumon.
[ 700 dx : [x] + 2% 256 16
fl) =" O P C1 W vt W s A
@ 4—2 2 2 2
_64—4_60_
=——===
[vhossz szamitas
Lépések Példak
3
Szamitsuk ki az f(x) = x2 fliggvény ivhosszat a [0; 3]
intervallumon.
3 1
fx) = 5 X2
3 1 9 1\ 9
' 2_ (2.5 =Z.(,3) =2
(e _(sz) 4 <x2> 2"
3 3 1
l—J |4 xdx = (1+9 )Ed
= 4X X = 4X X
0 0
ISZ5 alapjan:
3
[ 3]
: i |(1+3x)
f<1+zx> dx = 39 =
0 2 4
0
b 393 3
| = f\/1 T (7 (0))2 dx (1 +%xﬂ 5
a

_ 8 (4 N 27)5 ( 8 1%) _
27 4 4 27 B
3

5 G-

(@) =z | (7)1




Lemez sulypont szamitas

Lépések

Példak

Vs =

C[Dxc f() dx

[} fx) dx

N =

[} fx) dx

Szamitsuk ki az f(x) = 2x — 1 fiiggvény és az x tengely
altal bezart lemez sulypontjat a [2; 5] intervallumon.

Els6 1épésként szamitsuk ki a 3 integralast.

b 5

jx-f(x) dx=fx-(2x—1) dx =

a 2

3 2/ 3 2 \3 2

3 2

250 25 16 4 234 21

=3 T 3 tT 3 T T 787105=675

—> 125 25 (2 8 4) 250 25 (16 4)

x3 x? >
=j4x2—4x+1dx=l4-——4-—+xl =
2 2

3 2
53 52 23 22
=4-?—4-7+5—<4-?—4-?+2>=
125 25 8 4
=t g as (g agt2)=
500 100
e (2 )-
500 32
=T—50+5—<?—8+2)=
500 32 468
=T—50+5—?+8—2=T—39=

=156 -39 =

5

; 5
x2
f(x) dx = 2x—1dx—[2 ——xl =
af f 2 5

2

_2.2 (24 2)—
=25 ~-2)=

=25-5-(4—2)=25-5—-4+2=18




Ezutan a kapott értékeket helyettesitsiik be a képletekbe.

_Lx @ _ers_
Yo feax 187

N —

1
7" _ 585
- = =
fa f(x) dx 18 18
Sualypont: P (3,75; 3,25)

Vs = =3,25

Iv silypont szamitas

Lépések

Példak

P JTH(F0)? dx

Szamitsuk ki az f (x) = 3x fiiggvény 1 és 3 pontok altal
hatarolt iv sulypontjat.

Elsd 1épésként derivaljuk a fiiggvényt, és emeljiik
négyzetre, majd szamitsuk ki a 3 integralast.

[l =3
(f'())? =32 =9

Xs ==
J, 1T+ (f(x))? dx

Vs =

[T+ (F )7 dx

3 3
=f3x-\/ﬁdx=3-\/ﬁ-fxdx=
1 1

x2)’° 32 12
=3'\/E'[7L=3'\/E'<7—7>=

SR

8
=3-1 -§=3-\/E-4=




fjr+vxmfdx=fvT16dx=

=f\/ﬁdx=\/ﬁ-f1 dx =V10 - [x]3 =
1 1
V10-3-1) =2-V/10

Ezutédn a kapott értékeket helyettesitsiik be a képletekbe.
[ x I+ (F@? dx 410
= 5 = =2
LAY+ F )2 de 2:V10

= =6
[VT+TF)? e  2:V10
Sulypont: P (2;6)

Ys =

Forgastest sulypont szamitas

Lépések

Példak

CDxf200 dx

Az f(x) = x? fiiggvényt x tengely koriil megforgatjuk.
Szamitsuk ki az igy keletkezett forgéstest sulypontjat az
[1; 3] intervallumon.

Elso 1épésként szamitsuk ki a 2 integralast:

fx-fz(x) dx:fx-(xz)2 dx:fx-x4 dx =

6 6 6 6 6

xT 3% 15 729 1 728
. _
1

Xs ==
J, f3(x) dx

b b 3 <13
ffz(x) dx = f(xz)z dx = Jx‘* dx = [%L
a a 1

3% 15 243 1 242

5 5 5 5 5

Ezutéan a kapott értékeket helyettesitsiik be a képletbe:
728

C[DxefP0dx g 728 5 3640

ST D T 2427 6 242 1452
[ foe ax 2L

Stdlypont: P (% ; 0)




Felszin szamitas

Lépések

Példak

A= anf(x) V14 (f'(x)?dx

_ o | (14+9x%)?2

Szamitsuk ki az f (x) = x> fiiggvény x tengely koriili
megforgatasaval kapott test felszinét a [1; 2]
intervallumon.

Els6 1épésként derivaljuk a fliggvényt, és emeljiik
négyzetre.

f(x) = 3x2
(f'(0))? = (3x7)2 = 9x*

Ezutédn helyettesitsiik be a képletbe.

A=27T-Jx3-\/1+9x4dx=
1
2

1
=27t-fx3-(1+9x4)5dx=
1

ISZSZ2-t alkalmazhatjuk kis triikk segitségével
1

=2 4 1 N2dx =
n94j9x(+9x)dx
1

1 1
=2n-£ x3-(1+9xH2dx =

H\N
w
(o))

3 2
_22m [+ 9ax)z|
T 36 3 B
2 1
3 2

T [2 312

- | =—-|=-(1 45]

18 3 18 [3( x|
2

1

U 2 4-§ 2 4% —

E-<§-(1+9-2)z—(§-(1+9-1)))_

T 2 3

= ( (149 16)2—(5-(1+9-1)2)>=
2 3

= (— (1+144)z—(§-(1+9)z)>=

/A

3 27 5§ 3
2 — 2 2 — 2
18 3 (14 10) 54 (14 10)




10. Kétvaltozos fiiggvények
Lokalis szélsoértékek meghatarozasa

Lépések

Példa

1. 1épés: Az elsorendii parcidlis derivaltak meghatarozasa:

f(x,y) =5 —54y3 + 36y% + x% — 6xy

fx(x,y) fx(x,y) =2x — 6y
fy(xy) fy(x,y) = =162y + 72y — 6x
2. 1épés: Az elsOrendl parcialis derivaltakat 0-val tessziik
egyenlové:
fi(x,y) =0 2x—6y =0
fyx,y) =0 —162y% + 72y — 6x = 0

3. 1épés: Megoldjuk az egyenletrendszert, igy megkapjuk
a lehetséges szélséértékek helyét:

fiC,y) = 0}
fy(x,y) =0
Pl(Plx;P1y); PZ(PZX; sz)

2x—6y=0->2x =6y > x =3y
—162y%2+ 72y —6x =0
x = 3y behelyettesitése a masodik egyenletbe:
—-162y2+ 72y —6(3y) =0
—162y%2+72y — 18y =0
—162y% + 54y =0
54y(-3y+1)=0
y1=0-x,=3y; =0- P(0;0)

1—> 3 1-P (1 1)
= — = = [p—
Y2 3 X2 Y2 2\b3

4. 1épés: A masodrendii parcialis derivaltak

meghatarozasa:
[reax(x,y) frx(x,y) =2
fyy(x,y) fyy(x,y) = =324y + 72
fry(x,y) fiy(x,y) = —6
fyx(x,y) fy(x,y) = —6

5. 1épés: Felirjuk az alabbi képletet:

f;c,x(x:J’) 'f;'y(x’}’) _ﬂr’y(x:J’) 'f;:lx(x,)’)

xlﬁlc(xry) ) fy{;)(xry) - fxl:;l(x':V) fy,J,C(ny) =
=2 (=324y +72) — (=6) - (=6)

6. 1épés: A 3. Iépésben kapott P; pont koordinatait
behelyettesitjiik az elébb felirt képletbe

x’J’c(Plx; Ply) 'fy,;/(Plx; Ply) - fxljlz(Plx; Ply) ’ fy,;c(Plx; Ply)

P;(0;0)
2-(-324-04+72)—(-6)-(—6) =
=2:72—(—-6):-(—6) =144 - 36 =108




7. 1épés: Az el6z0 1épésben kapott szamérték pozitiv vagy
negativ lehet:

e Ha negativ, akkor a P; pont Nyeregpont lesz.
e Ha pozitiv:

A kapott szamérték pozitiv, ezért megyiink a 8. 1€pésre.

8. 1épés: Megnézziik, hogy fry (Plx ; Ply) pozitiv vagy

negativ-e:
e Ha negativ, akkor a P; pont Lokalis maximum Mivel £(0;0) = 2 jezért P41(0; 0) pont Lokalis
lesz. minimum lesz.
e Ha pozitiv, akkor a P, pont Lokalis minimum
lesz.

9. 1épés: Ha kaptunk P, pontot is, akkor a 6. 1épéstol
megismételjiik a 1épéseket P, pont koordinatait
behelyettesitve:

fxlalc(PZx; P2y)fy’§z(P2xi sz) - f;CIJI/(PZX; PZy)fy,JIc(PZx; PZy)

P, (1:3)
2 '3

=2- (—324-1+ 72) —(—=6)-(—6) =
3
=2 (=108 4 72) — (=6) - (—6) =
=2-(-36) - (-6)(—-6) =
= (=72) —36 = —108

10. 1épés: Az eldz6 1épésben kapott szamérték pozitiv
vagy negativ lehet:

e Ha negativ, akkor a P, pont Nyeregpont lesz.
e Ha pozitiv:

A kapott szamérték negativ, ezért P, (1 ; i) pont
Nyeregpont lesz.

11. 1épés: Megnézziik, hogy fix(Pax; sz) pozitiv vagy

negativ-e:
e Ha negativ, akkor a P, pont Lokalis maximum Mivel negativ lett a 9. lépésbe,n kapptt érték, ezért ezt
lesz. nem kell elvégezni.
e Ha pozitiv, akkor a P, pont Lokalis minimum
lesz.
f(x,y) =5 —54y3 + 36y% + x%2 — 6xy

12. 1épés: Ha feladat kérdezi a lokalis sz€lso értékek
értékét, akkor az eredeti f(x, y)-ba behelyettesitjiik a
kapott pontok x és y koordinatait.

£(0,00=5-54-03+36-024+0°-6-0-0=5
1
P, (1;3):

(1 1)—5 54 (1)3+36 (1>2+12 6-1 1_
f "3) 3 3 3
=5—54 1+36 1+1 61 1_

B 27 9 3

=5-24+44+1-2=6




