Komplex szamok

i=+v-1 i>=i=+-1 i°=i=+-1 i =i=+-1
i2=-1 i*=-1 10 =-1 i =-1
Megjegyzés: i helyett szoktak j-vel is jeldlni.
Algebrai alak
z=a+bi
Valos rész Képzetes rész
(Re) (Im)
A komplex szamsik: Komplex szam, és konguge}ltja abrazolva a komplex
szdmsikon:
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Komplex szam konjugaltjat ugy kapjuk, hogy a képzetes
részének vessziik az ellentetjét. Komplex szam ¢és a
konjugaltja mindig szimmetrikusak a valos (x) tengelyre.
) o Komplex szam: z = a + bi
Az x tengelyen a komplex szam valos részét (Re), az y o .
tengelyen, pedig a képzetes részt (Im) jeloljiik. Konjugaltja: Z = a — bi
Példa:
Komplex szam: z = 3 + 2i
Konjugiltja: z = 3 — 2i




Példak a komplex szamsikon
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Miiveletek algebrai alakban Példa
Adott két komplex szam:
Zy=a;+byi zZy =5+ 12i
Zy=a,+by-i z, =14 3i
Osszeadas
Valos részt a valds résszel adjuk ssze, képzetes részt a
képzetes résszel.
zZ1+2, = (a; +ay) + (by + by) - i Z1+2,=(G5+1)+(2+3)i=6+5i

Kivonas

Valos részbdl a valds részt vonjuk ki, képzetes részbdl a
képzetes részt.

21—222(5_1)+(2_3)'l=4_i

zy— 2z, =(ay—az)+ (by—by)-i

Szorzas

Minden tagot 0sszeszorzunk minden taggal.

=5-1+5-3i+2i-1+2i-3i=

=al'az+a1'b2'i+b1'i'a2+b1'i'b2'i
=al'az+a1'b2'i+b1'i'a2+b1'b2'i2=
:al'az+a1'b2'i+b1'i'a2—b1'b2

zy ' Zy = (ay + byi) - (ay + byi) =

=54 15i + 2i + 6i% =
=5+15i+2i—6=—-1+17i

alakban.

Osztas
A tortet kibdvitjlik a nevezd konjugéltjaval.
Zy Z1 Z; ay+byi a,—Dby-i Zy, Z3 Z, 5420 1-3i
Z, 2, Z; ay+b,-i ay—by-i 7y 7 7, 1+3i 1-3i
Ezutan elvégezziik a szorzast, szamlalot a szamlaldval
nevezOt a nevezdvel szorozzuk. A nevezdben valo
szorzasnal megjelenik egy nevezetes azonossag.
(a+b)-(a—>b)=a?-b?
Z1_21 Lt bi ap— byl z, 7, Z, 5420 1-3i
Z, 2z Z; Gp+byi a;—byi 7, 2z, 7, 1+3i 1-3i
_ (a; + byi) - (a; — byi) _ (5 + 20 - (1—30)
az* — (byi)? = 12 — (30)2 =
:al-az—al-bz-i+b1-i-a2—b1-i-b2-i= 5 — 15i + 2i — 6i2
a,? — b, - i? = 12 — 32 .2 =
:611"12_‘11'172'll‘|‘b1'l"az_b1'bz'iz= _5—-15i+2i+6
ay2 — by” - i2 a 1+9 B

_ay a;—ay-by-i+byi-a;+by-b, _ -1k 11 13,

N a,? + b22 10 10 10
Hatvanyozast és gyokvonast sosem csindlunk algebrai Trigonometrikus vagy exponencialis alakban végezhetd

csak el.




Trigonometrikus alak

Attérés algebrai alakbol trigonometrikus

Példa
alakba
5i +
4 +
_______ | z S I z=3+3i
| |
r | 2| T r |
(° :
(p\ A > —t—t— (PI\ I /jl ——t—
Y Re 5 4 3 2 4 1 2 3 4 5 Re
a i
2i+
3i+
4i+
5i-+
Adott algebrai alakban egy komplex szdm
z=a+b-i z=3+3i
Pitagorasz tétel segitségével szamitsuk ki hosszat (7).
r =+/3% 4+ 32
r =+ a? + b? r=v9+4+9
r=v18=3-v2
Tangens szogfiiggvény segitségével szamitsuk ki a
komplex szdm ¢€s az x tengely altal bezart sz6g nagysagat.
. 3
g8y =73
3
b b
tgp = Pt arctg (E) tgp =1 - ¢ = arctg(1)
— 4_50 — n
L
Behelyettesitjiik -t és @-t az alabbi képletbe.
Radianban
T T
z=3-V2- (cos—+ isin—)
z=r1"(cose +ising) 4 4
Fokban

z=3-V2 (cos45° + isin45°)




Miiveletek trigonometrikus alakban

Példa

Adott két komplex szam trigonometrikus alakban:
zy =1, (cos@, +i-sing,)

z, =15 (cos @, + i-sing,)

Radianban

zZ1 =2 (cosg+ i sing)

T . T
zz=6-(cos§+l-sm—)

Fokban
z; =2+ (cos90° + i -sin90°)
z, = 6 (cos 60° + i - sin 60°)

Osszeadas és kivonas

Nem szoktuk trigonometrikus alakban elvégezni, mindig
algebrai alakban végezziik el.

Szorzas

Ossze szorozzuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket
pedig 0sszeadjuk.

Z1°2; =71 72 (cos(@q + @2) +i-sin(@; + @3))

Radianban

Zl'ZZ:2'6'(COS(%+%)+i'Sin(g+%)):
3mr 2m . /3m 2m
=12+ (cos (g +7g ) +isin (T4 7)) =

-] 190 (5)

Fokban
Zy+2Z; =26 (cos(90° + 60°) + i - sin(90° + 60°)) =

=12 - (cos(150°) +i-sin(150°))

Osztas

Elosszuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket pedig
Kivonjuk.

Zq

r
2L (cos(@py — @) +i-sin(@, — @3))
Z; T

Radianban
z 2 T T M T
Z—:=€'(COS(E—§)+l'Sln(E—§)) =
()2 -
= % . (cos (%) +1i-sin (%))
Fokban
j—: = % (cos(90° — 60°) + i - sin(90° — 60°)) =

— % (cos(30°) + i - sin(30°))




Hatvanyozas

A hosszusagot annyiadikra emeljiik, ahanyadikon van a
komplex kifejezés, a szoget pedig annyival szorozzuk
meg.

Radianban

213=23-(cos(3-%)+i-sin(3-g))=

e (cos (377:) +1i-sin (37n>)

z" =1," " (cos(n-@q) +i-sin(n- ¢,))

Fokban

z,3 =23 (cos(3-90°) +i-sin(3-90°)) =

= 8- (cos(270°) + i-sin(270°))

Gyokvonas

A hossztsagbodl annyiadik gyokot vonunk, ahanyadik
gyok ald van vonva komplex kifejezés, a sz0ghoz pedig
hozzaadunk k - 2m-t, és elosztjuk annyival, ahanyadik
gyok ala van vonva.

Y P e ¢1t+k-2m\ . p;+k-2m
5= 47 o (P (1222
k=0123..(n—1)

Ha fokban szamolunk:
¢1+k- 360°>)

’i/?z%-(cos(w)+isin( -
k=0123..(n—1)

Itt mindig tobb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

Radianban

b14 14
5+ k2w >+ k2w
%-(cos(zT>+i-sin<zT

)

k=0
+ 0- 27r> + 021
co + i -sin =
3
L I
3 2 2
COS 3) i-sin 3
TC Tl'
= :{/E ' (COS (g + i-sin g))




'V? = '\'/r—l . (COS (%’(ZTE) +i-sin (W))
k=0123..(n—1)

Ha fokban szdmolunk:

% = 'i/"_l (cos (M) +i-sin (M))
k=0123..(n—1)

Itt mindig t6bb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.
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T T
=+ 2r =+ 27
=W- cos 2 + i -sin 2
3 3
n 4m T 4
=32+ cos 2 2 + i -sin 2 2
3 3
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n n (p1+k'27'[ . . (p1+k'2ﬂ:
fzy = ﬁ-(cos(T)+l-sm(T)>

k=0123..(n—1)
Ha fokban szdmolunk:

% = 'i/"_l (cos (M) +i-sin (M))
k=0123..(n—1)

Itt mindig tobb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

Fokban

3zl=§/§'<cos( 3
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_— L' SIn
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3
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Exponencialis alak

Attérés algebrai alakbol exponencialis alakba

Példa

5
4 +
I3 [

21 1

211

3i+

Ugyanazokat a 1épéseket kell elvégezniink, mint
trigonometrikus alakra valo attérésnél, csak a végén
mas képletbe kell behelyettesiteni.

Adott algebrai alakban egy komplex szdm
z=a+b-i

z=3+43i

Pitagorasz tétel segitségével szamitsuk ki hosszat (7).

r =+ a? + b? r=v9+9
r=vV18=3-V2
Tangens szogfiiggvény segitségével szamitsuk ki a
komplex szdm ¢€s az x tengely altal bezart sz6g nagysagat.
oo = 3
8¢ =3

b b
tgp=_—-¢= arctg(a)

tgp =1 - ¢ =arctg(l) » ¢ = 45°

Behelyettesitjiik -t és ¢-t az alabbi képletbe.
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Fontos!

Mig trigonometrikus alaknal fokban és radianban is
beirhattuk a szogeket, addig exponencialis alakban
csak radianban lehet beirni a szogeket!




Miiveletek exponencialis alakban

Példa

Konnyti lesz megjegyezni a miiveleteket, mivel
ugyanazok lesznek, mint trigonometrikus alakban voltak.

Adott két komplex szam exponencialis alakban:
Z1 =1 el(pl

Z2 = T‘2 " el.(pz
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N
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Osszeadas és kivonas

Nem szoktuk exponencialis alakban elvégezni, mindig
algebrai alakban végezziik el.

Szorzas

Ossze szorozzuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket
pedig 6sszeadjuk.

Z1'Zy =TTy e'(@17¢2)

Z1°2,=2"6" ei-(%+%) —12. el.(%ﬂ_z?ﬂ) . 51

Osztas
Elosszuk a hosszusagokat egymassal, a szogeket pedig
kivonjuk.
LT i 22 aEE L a1
Z; T Z; 6 3 3
Hatvanyozas

A hosszusagot annyiadikra emeljiik, ahdnyadikon van a
komplex kifejezés, a szoget pedig annyival szorozzuk
meg.

Zln — rln et o1




Gyokvonas

A hosszusagbdl annyiadik gyokot vonunk, ahanyadik

gyoOk ala van vonva komplex kifejezés, a szoghoz pedig

hozzaadunk k - 2m-t, és elosztjuk annyival, ahanyadik
gyok ala van vonva.

p1+k2m
k=0123..(n—1)

Itt mindig t6bb megoldasunk lesz. Annyi megoldas lesz
amennyi n értéke, tehat ahanyadik gyokot vonunk.

T
_.7+k'21'l'

k=0
%+0-2n g 5 T
3 B 3 L [ —
V23 =323 =32-¢€'6
k =
T T T AT
S+1-2m 5+21 +—-
3 i-2 3 -2 22
\/E e 3 = \/E e 3 =412-e 3
51 51
. . 5m

81




