Halmazok, Grafok

Grafok részei

Csucs (pont)

Fokszam: A csucsb6l kiindulo élek szama

Fokszamok 6sszege = 2 - élek szama

s . n-(n-1)
n csucsu graf éleinek a szama: —
Grafok tipusai
L L ]
@ L

Teljes graf: Ha barmely két pontja 6ssze

van kotve egy éllel.



Szamok jelolése a szamegyenesen, fiiggvények grafikonjan

Algebrai jelolés

Halmaz jelolés

Jelolés a szamegyenesen

2<x<5

Elso elem: 2

Utolso elem: 5

[2; 5]

2<x<5
Elso elem: 2,0001

Utolso elem: 4,9999

Y

2<x<5
Elso elem: 2,0001

Utolso elem: 5

12; 5]

Y

2<x<5
Elso elem: 2

Utolso elem: 4,9999

Y




Halmazok tipusai

A={1;2;4}
B = {0}

B iires halmaz
B = {0}

Ures halmaz jele: @

Részhalmaz
B halmaz A részhalmaza

Részhalmaz jele: B € A



[ A T~ [&_

A=1{1;2;4}
B ={3;5;7}
Részhalmazok
A=1{1;2;3}

A halmaz részhalmazai:

0 elemti: {@}

1 elemii: {1}, {2}, {3}

2 elemii: {1; 2}, {1; 3}, {2; 3}
3 elemii: {1; 2; 3}

Szamhalmazok

| Valés szamok (%)

| Racionalis szamok (2) |

1 2
S i

Irracionalis szamok (%)

\/E; 1/5;1‘.‘




Halmaz miuveletek 2 halmaz esetén

Alaphalmaz (H vagy U)

Unié (AU B) Metszet (A N B)




A komplementer (A) B komplementer (B)

A kiilonbség B (A\B) B Kkiilonbség A (B\A)




Halmaz muveletek 3 halmaz esetén




B unié € (BU C) A unié B unio C (AU B U C)




A komplementer (A) B komplementer (B)

A kiilonbség B (A\B) B Kkiilonbség A (B\A)




A kiilonbség € (A\C) C kiilonbség A (C\A)




Aranyossag, szazalékszamitas

Racionalis szamok

Tort alak Tizedes tort alak
1
- 0,5
2
1 .
3 0,3 =10,333333
1
Z 0,25
4
1
— 0,2
5
1 .
3 0,16 = 0,166666
1 0,125
8
1 .
— 0,1=0,111111
9
1
— 0,1
10
1
0,01




Aranyossagok

Egyenes aranyossag

Forditott aranyossag

1 csoki 200 Ft

2 csoki 400 Ft

1 ember 6 ora

2 ember 3 ora

Ha az egyik oszlopot szorozzuk egy
szammal a masikat is ugyanazzal a szammal

szorozzuk

Ha az egyik oszlopot osztjuk egy szammal a

masikat is ugyanazzal a szammal osztjuk
Esetek nagy részében

Példak: Bolt, vasarlas

Ha az egyik oszlopot szorozzuk egy

szammal a masikat ugyanazzal a szammal
osztjuk

Ha az egyik oszlopot osztjuk egy szammal a

masikat ugyanazzal a szdmmal szorozzuk
Esetek kis részében

Példak: munka, takaritas, diszités, kert asas

Szazalékszamitas

xszamy % —azlesz:

. L =Z
100

. o A MATG 07 - o
Fajtéi Egy szém valshiny %-a Egy szamnak a masik szam hany % Egy szam mglyﬂ( szamnak a

a valahany %-a
Példa szdvege PL: Mennyi 120-nak a 25%-a? Pl.: Hany szazaléka 120-nak a 367 Pl.: Melyik szam 40%-a 12?

120-025=z 120-y =36 /:120 x-04=12 /:04

Példa megoldasa
30==z y=10,3-30% x =30




Nevezetes szazalékok

Szazalék Osztas / Szorzés
10 % :10
20 % :5
25% 4
50 % : 2
100% -1
200% -2
300% -3

Egy termék arat megnoveltiik y szdzalékkal. Mennyi lesz az 0j ara?

100 % y %

Novelt ar
(100 + y%)

Egy termék érat lecsokkentettiik y szazalékkal. Mennyi lesz az uj ara?

100 —y % y%
] ]
I T 1
| I J
Eredeti ar

(100 %)



Oszthatosag, Primtényezos felbontas, LNKO, LKKT
Oszthatosagi szabalyok

Egy szam oszthato:
e 2-vel: Ha paros (utolsé szamjegye 0 vagy 2 vagy 4 vagy 6 vagy 8).
e 3-mal: Ha szamjegyeinek 0sszege oszthatd 3-mal.
e 4-gyel: Ha az utolso két szamjegyebdl képzett kétjegyli szam oszthatd 4-gyel.
e 5-tel: Ha az utols6 szamjegye 0 vagy 5.

e 6-tal: Ha az oszthat6 2-vel és 3-mal is — Péros (utols6 szamjegye 0 vagy 2 vagy 4
vagy 6 vagy 8) és szamjegyeinek 0sszege oszthaté 3-mal. Mind a két feltételnek
teljesiilnie kell, nem elég, ha csak 2-vel oszthato, de 3-mal nem, vagy forditva.
El6szor mindig a 2-vel vald oszthatdsagot nézziik meg, mert az ranézésre latszik, ha
nem paros a 3-mal val6 oszthatosagot felesleges megvizsgalnunk.

e 7-tel: Van ra szabaly, de nagyon maceras, itt szamologéppel megnézni, hogy oszthato-
e 7-tel.

e 8-cal: Ha az utols6 harom szamjegyébdl képzett haromjegyt szdm oszthat6 8-cal.
e 9-cel: Ha szdmjegyeinek 6sszege oszthato 9-cel.

e 10-zel: Ha az utols6 szamjegye O.

Primtényezos felbontas 1épései

1. Iépés: Paros? Ha igen, osszuk kettdvel ameddig lehet.
2. 1épés: Paratlan? Ha igen, nézziik meg oszthato-e harommal.
3. Iépés: Oszthatdo harommal? Ha igen, osszuk ameddig lehet.

4. Iépés: Ha harommal méar nem lehet osztani, probalkozzunk 6ttel, és folytassuk ameddig lehet,

majd igy tovabb a primekkel sorban.

Legnagyobb kozos oszto (LNKO)

* El6szor elvégezziik a két szam primtényezds felbontasat
* Felirjuk a két szamot primtényezdk szorzataként

Legnagyobb kozos osztéo (LNKO): Megkeressiik azokat a szdmokat, amik mind a két

szdmban megtalalhatok



Legkisebb kozos tobbszoros (LKKT)

* Eldszor elvégezziik a két szadm primtényezds felbontasat
* Felirjuk a két szdmot primtényezok szorzataként

Legkisebb kozos tobbszoros (LKKT): Az 06sszes eldforduld hatvany alapot

Osszeszorozzuk, de mindegyiket a legnagyobb kitevén

Egyenletek

Nevezetes szorzatok

Elnevezés Azonossag Példak
Al (a+b)?>=a’+ + b? (2x +3)? = 4x* + +9
A2 (a—b)? =a? - + b? (x—3)%2=x%*- +9

(x+2)- (x—2)=x*—-4
A3 a’*—b*=(a+b) - (a—>b)

x*—9=(x+3) - (x—3)

Egyenlet megoldasanak lépései

1. Iépés: Zarojel felbontasa (ha van)

2. 1épés: Tort nevezdjének eltlintetése (ha van)
3. 1épés: Osszevonas oldalanként

4. 1épés: x-es tagok egy oldalra

5. 1épés: Szamok egy oldalra

6. 1épés: Osztas x egyiitthatdjaval (ha van)

7. 1épés: Ellendrzés (ha sziikséges)



Szoveges feladat megoldasanak 1épései

1. Iépés:
2.

3.

1épés:
1épés:
. Iépés:
. Iépés:
. Iépés:
. Iépés:
. Iépés:

. Iépés:

Feladat szovegének elolvasasa figyelmesen, szoveg értelmezése
Adatok kigytijtése

Kérdés felirasa

Abra, tablazat készitése (ha sziikséges)

Szamitasok felirasa (egyenlet, nyitott mondat)

Becslés

Szamitasok elvégzése

A kapott eredmény 0sszevetése a becsiilt értékkel

Szoveges valasz irasa

Egyszerubb abszolutérték egyenletek megoldasa megoldasa

Pl:|x+ 3| =5

Végig gondoljuk, mi lehet az abszolutértéken beliil, hogy az eredmény 5 legyen. Lehet 5 vagy

—5 az abszolutértéken beliil. 5-nél csak annyi dolgunk van, hogy elhagyjuk az abszolutérték

jelet, és megoldjuk az x +3 =5 egyenletet, —5-nél pedig megoldjuk az x +3 = -5

egyenletet. Kilogikazni is ki lehet.

Bonyolultabb abszolutérték egyenletek megoldasa megoldasa

PL:|2x+ 3| =5x—7

1. 1épés: Az abszolutértéken beliili kifejezést egyenldvé tessziik 0-val, €s megoldjuk az

egyenletet

2. 1épés: A kapott eredményt bejeloljiik szdmegyenesen fiiggdleges szaggatott vonallal, és

megnézziik, hogy téle jobbra 1évd (nagyobb) és téle balra 1évo (kisebb) szdmok esetén

milyen eldjelll lesz az abszolutértéken beliili kifejezés, az esetek nagyrészében jobbra

lesznek pozitivak, balra pedig negativak, de ez nem mindig van igy (pl.:2 — x)

3. lépés: Megoldjuk az egyenletet, az els6 megoldasnal csak elhagyjuk az abszolutérték

jelet, a masodik megoldasnal pedig vessziik a jobb oldali kifejezés ellentetjét (vehetjiik



az abszolutértéken beliili kifejezés ellentettjét is), €s megoldjuk az egyenletet, igy
kapunk két megoldast

4. 1épés: A két megoldast bejeldljiik a szamegyenesen €s megnézziik, hogy jok lesznek-e:
= Akkor lesz j6 az els6 megoldas, ha szamegyenesen bejeldlve a pozitiv részre esik
= Akkor lesz j6 a méasodik megoldas, ha szdmegyenesen bejeldlve a negativ részre

esik

Fuggvények
Fiiggvények jellemzése
Ertelmezési tartomany

+  Jelolés: E.T. vagy Dy

* Megadja, hogy a fliggvény milyen x értékek mentén van értelmezve (vizszintesen

nézzik)

+ Altaldban, minden x-re értelmezve vannak a fiiggvények, de van par kivétel is

Ertékkészlet
+  Jelolés: EK vagy Ry
*  Megadja, hogy a fliggvény milyen y értékeket vehet fel (fliggdlegesen nézziik)

* Valtozo, van, ahol minden y-t felvehet a fliggvény, van, ahol csak nem negativ y-t vehet

fel, van, ahol csak bizonyos y-t nem vehet fel

Zérushely
» Jelolés: Z.H.
* Megadja, hogy hol metszi a fliggvény az x tengelyt
* 0,1, 2, vagy akar tobb zérus hely is lehet egy fliggvénynél

* Ha tudjuk leolvassuk az dbrazolés utan



* Ha nem tudjuk leolvasni, mert nem egész szamra esik, akkor kiszdmitjuk

* Kiszamitasa: f(x) = 0 (a fiiggvényt egyenlové tessziik 0-val és megoldjuk x-re az

egyenletet)

Tengelymetszet, Tengelypont
o Jelolés: T.M., T.P.
* Megadja, hogy hol metszi a fiiggvény az y tengelyt
*  Vagy 0 vagy 1 tengelymetszet lehet, tobb nem!

* Leolvasassal meg tudjuk éallapitani, ha nem (ritka), akkor O-t helyettesitiink a

fiiggvénybe (f(0) = - )

Monotonitas
+ Minden fiiggvény, vagy Sz.m.n. vagy Sz.m.cs. Osszefiigg a sz&Isé értékkel:
» Ha nb és utana csokken, akkor ahol a valtas torténik ott maximum lesz
> Ha cs6kken és utana nd, akkor ahol a valtas torténik ott minimum lesz
* Hogy allapitsuk meg, hogy egy fliggvény né vagy csokken?

* x tengely mentén mindig jobbra felé nézziik, ha y novekszik, akkor Sz.m.n., ha y

csokken, akkor Sz.m.cs.
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Széls6érték
*  Minimum
*  Maximum
«  Megadas: Hely (x), Erték (v)
 PL:
Minimum koordinatai (2; 3)
Minimum hely: 2
Minimum érték: 3
Maximum koordinatai (2;4)

Maximum hely: 2

Folytonossag

* Folytonos egy fiiggvény, ha végig tudjuk rajta hlizni a ceruzankat ugy, hogy nem kell

kozben felemelniink.

* Mas szavakkal: Ha az értelmezési tartomanyan beliil nincsen sehol szakadésa.
* Az alap fliggvények koziil csak az i fiiggvény nem folytonos

* Abhol felemeled a ceruzat, azt szakadasnak hivjuk



Paritas

Paros

Paratlan

' Péros egy fliggvény, ha szimmetrikus Paratlan egy fiiggvény, ha
Definicio ' _ _
az y tengelyre. szimmetrikus az origora.
Ha barmelyik pontjat 6sszekotjiik az
Ha az y tengelyre tesziink egy tiikrot origoval, akkor ugyanazon az
Konyhanyelven . .
ugyanazt latjuk mind a két felén. egyenesen ugyanolyan tavolsagban
van egy masik pont is.
s 2 1
Példak flx)=lx|, f(x) =x f)=x f(x)= =
[ b
Abrazolas : 1
1 5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 =
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5-2(_ -
- =3




Sem paros sem paratlan

Sem paros sem pdratlan egy fiiggvény, ha nem szimmetrikus sem y tengelyre,

Definici6 .
sem az origora.
Ha egy tiikrot tesziink az y tengelyre nem fog megjelenni a fliggvény
Konyhanyelven | tiikorképe a masik oldalon, ha pedig barmelyik pontjat 6sszekotjiik az origoval
nem lesz egy masik pont ugyanolyan tavolsagban.
Példak f(x) =+x
&
@ Py - | [ I
Abrazolas !
.4

-4 -3 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 4
i =1

=2

=¥




Linearis fiiggvény tudnivalok

v

Ertelmezési tartomany: x € R

Ertékkészlet: y € R

Zérushely: f(x) = 0, mindig 1 zérushely van

Tengelymetszet: a fliggvényben a szam, mindig 1 tengelymetszet van
Monotonités:

Ha nincs az x-es kifejezés elétt minusz eléjel —» Sz.m.n.

Ha van az x-es kifejezés el6tt minusz eldjel - Sz.m.cs.

Szélséérték: Sosincs

Parités: Péaratlan, ha nincs benne eltolas, sem paratlan sem paros, ha van benne eltolas

* Tortek meredeksége:

2 fel .

3* _)jobbra — 3 —atjobbra(-)2 —tfel (T)
fG)=A-x+®

A:meredekség

X):y tengely metszet



Linearis fiiggvény abrazolasanak lépései:
* Megnézziik, hogy hol metszi az y tengelyt, azt bejeloljitk

*  Megnézziik a meredekséget, és annyit lIépkediink jobbra / balra és fel / le amennyi

a meredekség

Konstans fiiggvény tudnivalok

f(x)=0 f(x)#0

oy oy

¥
¥

-2 | -2

ET..x€eR ET.:xeR
EK:y=0 E.K.:y =2 (f(x) = 2 esetén)
Zérushely: Minden x Z. H. Zérushely: Nincs
Tengelypont: y = 0 Tengelypont: y = 2
Monotonitas: Se Sz.m.n., se Sz.m.cs. Monotonitas: Se Sz.m.n., se Sz.m.cs.
Szélséérték: Nincs Szélséérték: Nincs
Folytonossag: Folytonos Folytonossag: Folytonos

Paritas: Péros, és paratlan is Paritas: Péaros



Abszolutérték fiiggvény tudnivalok

Vy

| 2

+  FErtelmezési tartomany: x € R

+  Ertékkészlet: Fiiggdleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = |x] —2 - Rp:[—2; 0]

»  Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely is (Fligg6leges eltolastol fiigg)
* Tengelymetszet: f(0) = ---, mindig 1 tengelymetszet van

*  Monotonitas:

» Vizszintes eltolastol fligg — El6szor Sz.m.cs. minimum helyig, aztdn Sz.m.n.

» Ha az abszolutértékjel eldtt van minusz eldjel — El6szor Sz.m.n. maximum helyig,

aztan Sz.m.cs.

* Szélséérték: mindig van, ha nincs minusz eldjel az abszolutérték eldtt, akkor minimum,

ha van minusz elgjel, akkor maximum

» Paritds: Paros, ha nincs benne vizszintes eltolas, vagy csak nyujtds van benne, sem

paros, sem paratlan, ha van benne vizszintes eltolas

* Fiiggbleges eltolas megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum
értékét

* Vizszintes eltolds megadja a monotonitasi hatdrokat, valamint a minimum/maximum

helyét



Eltolasok

fG) =lx+Al+®

Xy iranyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T

ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Abszolutérték fiiggvény abrazolasanak lépései:

*  Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

* Abhol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csticsa (Minimum,

vagy maximum)

* A cstcsbol kiindulva a sima abszolutérték fiiggvényt abrazoljuk (1-et jobbra 1-et

fel, 1-et balra 1-et fel)



Masodfoku fiiggvény tudnivalok

¥

+  Ertelmezési tartoméany: x € R

+  Ertékkészlet: Fiiggoleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = x> + 3 — Rf:[3; 00]

»  Zérushely: f(x) = 0, lehet 0, 1, vagy 2 zérushely is (Fliggbleges eltolastol fiigg)

* Tengelymetszet: f(0) = ---, mindig 1 tengelymetszet van

*  Monotonitas:

» Vizszintes eltolastol fiigg — El6szor Sz.m.cs. minimum helyig, aztdn Sz.m.n.

» Haazérojel eldtt van minusz eléjel — Eldszor Sz.m.n. maximum helyig, aztdn Sz.m.cs.

» Szélséérték: Mindig van, ha nincs minusz eldjel a zargjel eldtt, akkor minimum, ha van

minusz eldjel, akkor maximum

» Paritas: Paros, ha nincs benne vizszintes eltolas, vagy csak nyujtds van benne, sem

paros, sem paratlan, ha van benne vizszintes eltolas

» Fiigglleges eltolds megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum
értékét

* Vizszintes eltolds megadja a monotonitasi hatdrokat, valamint a minimum/maximum

helyét



Eltolasok

fG) =(x+4)*+®

Xy iranyu eltolas

A: x irdanyn eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor 1

ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Masodfoku fiiggvény abrazolasanak 1épései:

*  Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

¢ Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csucsa (Minimum,

vagy maximum)

* A csucsbol kiindulva a sima masodfoku fiiggvényt abrazoljuk



Gyok fiiggvény tudnivalok

6
5
4
3 - /_—'*'ﬁ F
"
2 =
T
1-
o
4 -3 -2 10 3 4 5 6 7 8 9
=1
=2
=3
—4

+  Ertelmezési tartomany: Gyok alatti kifejezés> 0

+  Ertékkészlet: Fiiggbleges eltolastol fiigg pl.: f(x) = vVx —2 - Rp:[—2;00]

o Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet (Fligg6leges eltolastol fiigg)

* Tengelymetszet: f(0) = -+, 0 vagy 1 tengelymetszet lehet (Vizszintes eltolastol fligg)
* Monotonitas: Gyokjel eldtti, valamint gyokon beliili minusz eldjelektdl fligg:

e x,—/—x - Szm.n. , V—x, —/x - Sz.m.cs.

*  Sz¢lséérték: Mindig van, az eltolasok metszetében lesz, az, hogy minimum vagy

maximum, a gyokjel el6tti, valamint gyokon beliili minusz eldjelektdl fiigg

* Paritds: Sem paros sem paratlan

» Fiigglleges eltoldas megadja, az értékkészlet végét, valamint a minimum/maximum
értékét

* Vizszintes eltoldas megadja az értelmezési tartomany végét, valamint a

minimum/maximum helyét



Eltolasok

f)=Vx+A+Q

Xy iranyu eltolas

A: x irdanyn eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor 1

ha © akkor 1

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Gyokfiiggvény abrazolasanak 1épései:

*  Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

e Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, ott lesz a fiiggvény csucsa (Minimum,

vagy maximum)

* A csucsbol kiindulva a sima gyokfiiggvényt abrazoljuk



Tort fiiggvény (1) tudnivalok

X

w

\
\

N

-2 -1 0 2 4

[N

¥

I
1

+  Ertelmezési tartomany: x € R, kivéve ahol a nevez 0

+  Ertékkészlet: y € R kivéve, amennyivel el van tolva a fiiggvény fiiggélegesen
o Zérushely: f(x) = 0, 0 vagy 1 zérushely lehet (Fligg6leges eltolastol fiigg)
* Tengelymetszet: f(0) = -+, 0 vagy 1 tengelymetszet lehet (Vizszintes eltolastol fligg)

*  Monotonitas: Csokkend, ha nincs elétte minuszjel, novekd, ha van elétte minuszjel, két

részben irjuk fel
*  Szélséérték: Nincs
» Parités: Paratlan, ha nincs benne semmilyen eltolds, vagy ha csak nyujtas van benne
* Fiiggobleges eltolas megadja, hogy az értékkészletben hol van szakadas

* Vizszintes eltolas megadja, hogy az értelmezési tartoméanyban, hol van szakadas



Eltolasok

1

f(x)zm‘l‘@

Xy iranyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X®:logikusan:
ha @ akkor T

ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re

Tortfiiggvény abrazolasanak lépései:

¢ Megnézziik a fiiggoleges és vizszintes iranyu eltolasokat, bejeloljiik szaggatott

vonallal

* Ahol a szaggatott vonalak metszik egymast, azok lesznek az uj koordinata

tengelyek

* Az uj koordinata tengelyekben megrajzoljuk a fiiggvényt



Elojel, egészrész, tortrész fiiggvények

Elgjel fiiggvény Egészrész fiiggvény Tortrész fiiggvény
b kY y
¥ 3 >-— 4
2 -—
1 *— /) D
3 2 0 1 2 3 3 2 0 T 2 3 M
=2 *-—e 2 =2
=3 >— &3 -

Figgvény transzformaciok

Eltolasok

f)=x+1)+®

Xy irdnyu eltolas

A: x iranyu eltolas

X:logikusan:
ha @ akkor T

ha © akkor |

A: forditva:
ha @ akkor «

ha © akkor —

x + A= 0 egyenlet megoldasa x —re




Tiikrozések
f(x) = (—x) - y tengelyre tiikrozés
f(x) = —(x) - x tengelyre tikrozés

f(x) = —(—x) = x és y tengelyre is tikrozés (sorrend mindegy)
Ezek a tiikrozések mindig az eltolt tengelyre vonatkoznak!

Nyujtasok
f(x) =2 (x) = 2 — szeres nyujtas y iranyban
1
f(x) = 5" (x) = 2 — szeres 6sszenyomas y iranyban
f(x) =(2-x) > 2 — szeres O0sszenyomas x iranyban

1
flx) = (E : x) — 2 — szeres nyujtas x iranyban

Paritas

* Paros fliggvényeknél, ha y irdnyban toljuk csak el (fel / le), akkor marad péros, ha x
iranyban is eltoljuk, vagy csak x irdnyban toljuk el (jobbra / balra), akkor se paros se

paratlan nem lesz a fliggvény

* Paratlan fliggvényeknél barmerre is toljuk el, akér y irdnyban (fel / le), akar x irdnyban

(jobbra / balra), akkor se paros se paratlan nem lesz a fiiggvény
* Nyujtasokkal nem valtozik a paritas

» Tiikrozésekkel nem valtozik a paritas



Egyenletek grafikus megoldasa

| Y/

e Azegyenlet jobb oldala lesz az egyik fiiggvény, a bal oldala pedig a mésik fliggvény

1. 1épés: Osszevonjuk az egy oldalon 1évé azonos kifejezéseket (ha tobb is van), azért,
hogy tudjuk abrazolni fliggvényként

2. 1épés: Ha ezzel kész vagyunk az egyenlet bal oldala lesz az egyik fiiggvény, a jobb
oldala a masik fiiggvény, ezeket abrazoljuk k6zos koordinata rendszerben

3. Iépés: Megnézziik, hogy van-e metszéspontja a két fiiggvénynek:
* Ha 1 pontban metszik egymast (esetek 99%-a), akkor leolvassuk a pont x

koordinatajat, ez lesz az egyenlet megoldas

* Hanem metszik egymast (parhuzamosak), akkor az egyenletnek nincs megoldasa
= Ha egymason van a két fliggvény (ugyanaz a két fiiggvény), akkor minden x

megoldas lesz



Egyenletrendszerek

Grafikus megoldas

Y

1. Iépés: Az egyenletek rendezése y-ra, (1)-es egyenlet lesz az egyik fliggvény, (2)-es egyenlet
a masik fiiggvény

2. 1épés: Abrazoljuk a két fiiggvényt kozos koordinatarendszerben
3. lépés: Megnézziik, hogy van-e metszéspontja a két fliggvénynek:

= Ha 1 pontban metszik egymast (esetek 99%-a), akkor leolvassuk a metszéspont
koordinatait a pont x koordinataja lesz az x megoldas, az y koordinataja pedig az y
megoldas

* Ha nem metszik egymadst (parhuzamosak), akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa

* Ha egymason van a két fliggvény (ugyanaz a két fliggvény), akkor végtelen megoldas
lesz (nem barmilyen x ¢€s barmilyen y, hanem olyanok, amikre teljesiilnek az

egyenletek)



Behelyettesitéses megoldas

1. 1épés: Valamelyik egyenletbdl kifejezziik valamelyik ismeretlent (barmelyik egyenletbol
kifejezhetd barmelyik ismeretlen, de célszerii a torteket elkeriilni, ha van rd méd, ha van olyan

valtozo, ami elbtt nincs szorzo tényez0, akkor azt a legcélszertibb kifejezni)

2. Iépés: A kifejezett valtozot behelyettesitjiik a masik egyenletbe (ha (1)-es egyenletbdl
fejeztiik ki y valtozot, akkor (2)-es egyenletbe helyettesitjiik be y helyére)

3. Iépés: Megoldjuk az egyenletet

4. 1épés: A kapott eredményt visszahelyettesitjiik a kifejezett egyenletbe

Osszevonasos megoldas

1. 1épés: Megnézziik a két egyenletet, hogy van-e olyan valtozd, amib6l mind a két egyenletbe

ugyanannyi szerepel (P1.: Mind a két egyenletbe 2y szerepel), ha van ilyen:

» Ha egyik egyenletbe plusz a masikba, pedig minusz szerepel eldtte (egyik egyenletbe
+2y a masikba —2y van), akkor Osszeadjuk a két egyenletet és ki fog esni a valtozo
csak a masik valtoz6 fog maradni

* Ha mind a két egyenletbe ugyanolyan eldjel van eldtte (vagy +2y van mind a két
egyenletbe vagy —2y van mind a két egyenletbe), akkor kivonjuk egymasbdl a két
egyenletet, mindegy hogy melyik egyenletbdl melyiket vonjuk ki, igy is ugy is ki fog
esni, célszerli igy kivonni az egyenleteket egymasbol, hogy a masik valtoz6 pozitiv
maradjon (ha (1)-es egyenlet bal oldala 9x + 2y a (2)-es egyenlet bal oldala 5x + 2y,
akkor (1)-esbdl vonjuk ki (2)-est, hogy x pozitiv maradjon)

2. 1épés: Az Osszeadds vagy kivonds utan kiesett az egyik valtozo, egy valtozonk maradt,

megoldjuk az egyenletet

3. 1épés: A kapott eredményt visszahelyettesitjiik valamelyik egyenletbe és meghatarozzuk a

masik ismeretlent is

= Ha nincs ugyanolyan valtozé a két egyenletbe, akkor ’k6z0s nevezdre” hozzuk a két
egyenletet (ha egyikbe 2x a masikba 3x van, akkor 6x-et csindlunk beldliik, vagyis a
2x-es egyenletet 3-mal szorozzuk, a 3x-es egyenletet pedig 2-vel szorozzuk), ezutan

ugyanazt csindljuk, mint az el6z0 esetben, vagy 6sszeadjuk vagy kivonjuk egymasbol a



két egyenletet attdl fliggden, hogy milyen eldjel van eldtte, onnantol pedig 2-es és 3-as

1épést ugyanugy végezzik

Kétismeretlenes egyenletrendszer

Grafikus megoldas:
Mindket Kozos
egyenletet oordinata Leolvassuk a Ellendrizziik a
nl koordina \ k llenérizziik
y-1a rendszerben metszéspontot megoldast
rendezziik abrazoljuk dket
Behelyettesités:
. A kapott . Visszahelyettesit
Az egyik kifejezést a Megoldjuk a Jiik a kapott P
egyenletet X-re » mésik »' kapott » ismeretlent » Ellenérizzik a
;;%}é ;;flak egyenletbe eg}; 15“:33;; ttlstnes hogy megkapjuk megoldist
helyettesitjiik & a mésikat is
Egyenletek dsszevonasa (Egyenlé egyiitthatok modszere):
Megszorozzuk - - ) .
az egyenleteket, (W?S Sﬁi?ﬁl:ﬂ(} Megoldjuk a Vl.sfia:ge;t;sn
hogy két £y J kapott ] P Ellenérizziik a
. az egyenleteket, . ismeretlent, .
ismeretlen hooy ki egyismeretlenes h ik megoldast
egyiitthatdja Ogy Klessell az egyenletet ogy megkapju
m?gl ayezzen egyik ismeretlen a masikat is

Tobb ismeretlenes egyenletrendszer

Szemléletes
Abrézolni kell
Nagy szamok esetén
nehezen hasznalhato
Tort megolddsokat
nehéz leolvasni

Nem sziikséges
abrazolni

Tortek esetén is
tudunk vele szamolni
Ha nem szépek az
egyiitthatok, akkor
tortekkel kell szimolni

Nem sziikséges
dbrazolni

A megoldas soran
kisebb eséllyel
talalkozunk tortekkel
Néha nagy szamokkal
kell szorozni az egyenld
egyiitthatok eléréséhez

* Ahhoz, hogy megtudjuk oldani, legalabb annyi egyenletnek kell lennie, mint ahany

ismeretlen van

*  Megoldhat6 tigy is, ha tobb ismeretlen van, mint egyenlet, viszont ugy paraméteres lesz



Masodfoku egyenletek

Masodfoku egyenletek
a-x*+b-x+c=0

Masodfoku megoldoképlet:

_—b Vb? — 4ac
Y12 = 2a
—b +Vb% —4ac
X =
2a
—b —Vbh?% —4ac
X, =
2a
Amire figyelni kell:

e a, b, c-t mindig eldjellel egyiitt nézziik

e a mindig x? elétti kifejezés b mindig x el6tti kifejezés ¢ mindig a konstans

e Hanem ilyen sorrendben vannak, akkor nyugodtan rendezziik ilyen sorrendbe, tehat x2-
es kifejezés legyen legeldl utana x-es kifejezés végiil a konstans, de itt is figyeljiink,
hogy atrendezésnél eldjelekkel egylitt rendezziink

e Esetek nagyrészében a = 1, igy a képletben alul 2 van, de ne essiink abba a hibaba,
hogy mindig automatikusan 2-t irunk oda

e Probaljuk meg elkeriilni, hogy a negativ legyen, nyugodtan leoszthatjuk az egyenletet

(—1)-gyel
Diszkriminans
D = b?% — 4ac

D > 0 - 2megoldas
D =0 - 1megoldas

D <0 - 0megoldas



Masodfoku egyenlotlenségek (ha nincs megengedve az egyenloség)

a-x*+b-x+c>0

D > 0 - 2megoldas

x < x1vagy x, < x

a-x*+b-x+c<0

D =0 - 1megoldas

x<xivagyx, <x

x € R\{x1}

D <0 - 0megoldas

XxXER

X1 <x< Xy

Nincs megoldas

Nincs megoldas




Masodfoku egyenlotlenségek (ha meg van engedve az egyenloség)

D > 0 - 2megoldas D =0 - 1megoldas D <0 - 0megoldas

a-x*+b-x+c=>0

X< xqvagyx, <x x€R x€R

a-x*+b-x+c<0

X=X Nincs megoldas

Teljes négyzet alak

Teljes négyzet alak: (A +F)? +®
Teljes négyzet alakra hozas Iépései:

* A négyzetes tagbol vonjunk gyokot
» Hatarozzuk meg az eldjelet a zarojelen beliil
* Hatarozzuk meg a masodik tagot a zarojelben

* Ha kell egészitsiik ki a teljes négyzet alakot




Gyoktényezos alak

a-(x—x1) (x—x)

Viéte-formulak

ax*+b-x+c=0

b
X1+ xy = —E
c
X1 Xy = E
Tort egyenletek

e Mindig a kezdeti feltétellel (K. F.) kezdiink
e A KF. hogy a nevezd nem lehet egyenld 0-val (0-val nem osztunk)
e [Ezutan a nevezdvel (nevezokkel) fel tudunk szorozni, vagy ha a tort egyenld 0-val,

akkor a nevezdt elhagyjuk és a szamlalé = 0 egyenletet oldjuk meg

Tort egyenlotlenségek

e [ttis a kezdeti feltétellel (K. F.) kezdiink

e Haatort > 0, akkor megvizsgaljuk a % ésa g eseteket

e Haatort <0, akkor megvizsgaljuk a g ésa g eseteket

e Harelaciojelben meg van engedve az egyenldség, azt csak a szamlaldban engedjiik meg



Trigonometria
Szogfiiggvények

Szinusz (sin) Koszinusz (cos)

a a
. szoggel szemkozti befogé szog melletti befogo
sina = - - cosa = - -
atfogo atfogo
. a b
sina = — cosax = —
¢ c
inp == B==
sinf =— cosf =—
c c

Tangens (tg, tan)

a

_ szoggel szemkozti befogo

tga= szog melletti befog6
a
tg a = B
b
tgp =



Szogfiiggvények nevezetes szogértékei

a 0° 30° 45° 60° 90° a 0° 30° 45° 60° 90°
1
sina 0 — -"E \E 1 sina iﬁ ﬂ ‘E \E ﬂ
2 2 2 2 2 2 2 2
cosa 1 \[_i \f_i 1 0 cosa ﬁ v’_§ ‘[_i \[_I ‘[_6
2 2 2 2 2 2 2 2
a 0° 30° 45° 60° 90°
tga 0 @ 1 V3 -
3
ctga — V3 1 ? 0

o 0° 30° | 45° | 60° | 90° |120° |135° |150° | 180° |210° [225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

sina

cosa

tga

, sina
a =
9 cos a
. 1
a =
g ctga

sinfa+cos’a=1
sina = cos(a — 90°)

cos a = sin(a + 90°)



Szogek atvaltasa, radian

Fok (°) Radian (rad)
360° 2n
180° /4

/[

90° 5
/[

60° 3
I

45° "
/[

30° g
0° 0

Atvaltas fokbol radianba (° - rad)

Atvaltas radianbol fokba (rad — °)

. 21

360~ Yrod
, T
"Tgg ~ rad

360
Arad * E

o

180
Araq T =«

r YL s , 2T
Valtoszam: — = —

T

360 180

1 radian~57, 3°

a® 0° | 30° | 45° | 60° | 90° |120° |135° | 150° | 180° |210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°

0 b b n n 2 3 5 7 5t 4n 3 b 7 11m 2
«a. - — = = - — — T — — - - - — — I
rad 6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6




Szogek visszakeresése

Bal fels6 sarokban 1év6 gombot nyomjuk meg elészor (Shift, 2ndF), ezutan pedig azt amilyen
szogfiiggvényt visszakerestlink.

A szamoldgépiink, mindig fokba legyen, sose rakjuk at radidnba, mert gy marad

Sin visszakeresése

Cos visszakeresése

T g visszakeresése

d/dsx (xmay 1725

2 (697666674

(=) =333 hyp sin cos tan

RCL  ENG ( ) ) L g

9 DEL AC

d/ds (5™, 17

2 1597566657

4333 hyp sin cos tan

ENG | ) ’ M+

8 9 DEL AC

d/dw (x5, 1724

2 163766667

awe v
(=) =333 hyp sin cos tan

RCL  ENG ( ) i) L

9 DEL AC

X1 CONST

In

3 M+

9 DEL AC

d/dsx (2w, 1725

/
2 (637666674

333 hyp sin cos tan

( ) ) M+

9 DEL AC

d/dw (s, 1725

2 15976665 1+

X1 CONST
In
°393 hyp sin cos tan

ENG ( ) ’ M+

9 DEL AC




Szinusztétel, koszinusztétel

Koszinusztétel

Szinusztétel
(0}
C
b
a
a sina
b sinp
a sina
c siny
b sinp
c siny

c2=a*+b*-2-a-b-cosy
b>=a*+c*—-2-a-c-cosf

a’?=b?>+c*—2-b-c-cosa



Szinusz, Koszinusz vs Szinusztétel, Koszinusztétel

Szinusz, Koszinusz

Szinusztétel, Koszinusztétel

Hol hasznalom?

Derékszdgii haromszdgekben

[ 1N

A B

Altalanos haromszogekben

. a
sina = —
Syi ¢ a sina
zinusz - ==
b b sinp
sinff =—
B c
b
cosa =—
. ¢ 2 2 2
Koszinusz cc=a“+b“—2-a-b-cosy
g a
cosf3 =—
c




Szinusz fiiggvény

2

v

-m/2 ™2 3m/2 ag
=1
T 3
X 0 — T il 2T
2 2
sinx 0 1 0 -1 0
Koszinusz fiiggvény
b
2
oS
/2 0 i " 3/l 2 2m
=1
T 3
X 0 — T or 2T
2 2
coS X 1 0 -1 0 1




Tangens fiiggvény

o

1

o
-mw/2 w2 3m/2 aw
=1
i T 0 ” T
tg x - -1 0 1 h
Kotangens fiiggvény
v
2
1
\ )
o 0 w 3m am
-1
s T 0 n T
-1 — 1 0

ctg x 0




Egységkor

0.5

QY
cosaos

e Kor kozéppontja: orig6 (0;0)

e Sugara: r = 1 egység

e cos a lesz az x koordinata

e sina lesz az y koordinata

e Sin egyenletnél vizszintesen huzzuk be

e (os egyenletnél fiiggdlegesen huzzuk be

e Mindig 2 megoldas

e Kivévesinx = +1cosx =11 - Ottcsak 1
e Megoldasok utdn mindig odairjuk a periddust is
e 1. siknegyedben maga a szog

o 2. siknegyedben 180°-bol vonjuk ki

e 3. siknegyedben 180°-hoz adjuk hozza

e 4 siknegyedben 360°-bol vonjuk ki



Trigonometrikus egyenlet megoldasainak szama, periodusok

sinx < —1 . cosx < —1
. . sinx =1 cosx =1
Alesetek vagy sinx = -+ sinx =0 . vagy cosx =+ |cosx=10
sinx = —1 cosx = —1
sinx > 1 cosx > 1
Megoldasok 0 2 1(2) 1 0 2 1(2) 1
szama
Periodus k-2m k-m k-2m k-2m k- k-2m
T
Alesetek tgx = tgx:§+k-1r
Megoldasok 1 0
szama
Periddus k-

Trigonometrikus fiiggvények értékkészlete

Alapesetben sin x és cos x fliggvények értékkészlete: [—1; 1]
Nytjtasok/6sszenyomasok:

* Fiiggvény el6tt: y iranyu

* Fiiggvényen beliil: x irany

Nyujtasok:

2 -sinx = y irdnyu nyujtas

1
5 sinx — y iranyd 6sszenyomas
sin(2x) — x irdnya 6sszenyomas

1 Ertékkészletre nincs hatassal
sin (5 x) - x iranya nyujtas



Hatvany, gyok, logaritmus

Hatvanyozas

a*=a-ararararara-a-a..
L J
| |

n — szer
a:alap

n: kitevd

Példak:

22=2-2:2=8
52=5:5=25
1°=1-1-1-1-1=1
10*=10-10-10-10 = 10 000
2

Xt =XxX"X

y:i=y-yy

Nevezetes hatvanyok

2. Hatvanyok (x?) 3. Hatvanyok (x?) 4. Hatvanyok (x*) 2 hatvéanyai (2%) 10 hatvanyai (10%)
x x? x x® x x* x 2% x 10*
1 1 1 1 1 1 0 1 0 1
2 4 2 8 2 16 1 2 1 10
3 9 3 27 3 81 2 4 2 100
4 16 4 64 4 256 3 8 3 1 000
5 25 5 125 5 625 4 16 4 10 000
6 36 10 1 000 10 10 000 5 32 6 1 000 000
7 49 6 64 9 1 000 000 000
8 64 7 128
9 81 8 256
10 100 9 512
11 121 10 1024
12 144
13 169




Hatvany azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
23 . 25 — 23+5 — 28 2x+2 — zx . 22
E1l a®-q™ = q"tm
xt e x7 = 24+7 = 411 KV = Y ot
7
2_ =272 =95 2x=3 — z_x
E2 a” z >
—_—gnm
a x* s _ %
— = 24" =x—2 xV70 = —
x* x°
2% 3% = (2:3) =6 10% = (2-5)% = 2%
E3 a®-b" = (a-b)"
xZ 2 _ (x )2 (X )4 — x4 4
== () -%
x \% al T ax
a™ a\"
E4 o (_) 5 5 3 3
== 5) ==
5\ S T3
(32)5 — 32-5 — 310 52'4— — (52)4—
ES (an)m — (am)n = gh'm (X3)4 — x3-4 — x12 x7-5 — (x7)5
(47)9 — (49)7 (x3)8 — (X8)3
21 = 2 5 = 51
E6 al=a
xl=x y=y'
30 =1 1= 60
E7 a®=1
x0=1 1=x°
1 1
2—1 —— = 3—1
1 2 3
E8 = a 1 1
-1 _ _ A |
X o y Yy
4_2 = —2 = i i;l_ — 5—4—
1 42 16 5
Eg a_n' = —n
a 12 — i i =y
x12 y5




Logaritmus azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
log,x=5->2 =x
L1 log,b=c—->a =b log3 27 = -3 =27
log,16 =4 ->x =16
L2 logiox =1lgx =logx —
L3 log,x =Inx —
logz(2-x) =log;2 + log;
L4 log,(x-v) =log, x + log,
logs 7 +logs v = logs(7 - v)
3
. logg (—) = logg 3 — logg
L5 log, (—) = log, x — log, 5
log,2 —log, & = log, <—>
logs x* = 3 -logs x
L6 log,x" =n-log,x
4-logs x = logs x*
5 1
) l0g9\/§=§-log93
LL7 log, Vx = - log, x X
3 log, 8 = log, V8
log,2 =1 1 =1logs5
L8 log,a=1
log,x =1 1=1log,y
log21=0 O=l0g51
L9 log,1 =0
log,1=0 0=log,1
110 ] _log, x ] g - log,, 8
0faX = log, a 095 © = log., 5
L11 b =log,a” 2 =log; 3°
L12 alogbc — Clogba Zlog4x — xlog42




Gyokvonas azonossagok

Elnevezés Azonossag Példak
V2-V3=v2-3=16
GY1 va-vb=+Va-b
V5-x =V5-/x
5=
V7 N7
GY2 ﬁ:\/E
Vb b V16 16_\/1_2
Vi 4
V8- Vx=+V8-x
VZ9=VZ-\8
V5 |5
Va3 |4
GY4 T@:J%
b
Vi1
x_ X
1
V2 =25 102 = V10
GY5 = an
1 1
W:xﬁ x@:%
7 Z E 4
" \/§=27 34=\/¥
GY6 Va™ =an
3 5 10
Vx® =x3 x7 = +/x10
GY7 VT = (Va)" Vo' = (38)’
GYS8 ’\'/_."{/_:n'"w n+m 2\/_ 3\/_ 230 243 — ¢/ 5
n 3
cvo p— A e
o Vi




Exponencialis egyenletek

* Cél: Végén ilyen alakban legyen az egyenlet:

284 = 28
34 =38
48 = 48
54 = 5

Exponencialis egyenlétlenségek

* C¢él: Ugyanaz, mint egyenleteknél, ugyanaz legyen az alap mind a két oldalon
* Haugyanaz az alap mind a két oldalon és rajta kiviil nincs mas, akkor:
» Haazalap >1-Sz.m.n. Pl.:2, 3, 4, 5,%,%,—,— ... = Relaci6 jel marad

» Haazalap <1- Sz.m.cs. Pl 2322 i Realicio jel megfordul

Normalalak

Normalalakra hozas 1épései:
1. Lépés: Az utolsd szam moge irjuk a tizedesvesszot

2. Lépés: Egyesével vissziik balra felé a tizedesvessz6t, addig amig az elsé szamig nem ériink,

kozbe szamoljuk, hogy hanyszor lett arrébb rakva a tizedesvesszd

3. Lépés: Leirjuk az eredeti szdmot gy, hogy az elsé szam utdn van a tizedesvessz0 és a

tizedesvessz0 utan van a tobbi szam (a végén 1évd 0-kat nem muszgj leirni)

4. Lépés: Ahanyszor arrébb vittiik a tizedesvesszot az elején 10-et annyiadikra emeljiik



Kamatos kamat

Kamatos kamat képletek:

Tn=T0-(1+1—00)n

1=1+750

Jelolések:

T — indulé t6ke (amit a 0. évben betesziink)

T,  — n. évben lév6 pénz (n helyére szamok kerilnek)

n — évek szama

— kamatlab (%) — 2 — 10 % ko6zott

q — kamattényez6 (szam) — 1,02 — 1,1 kozott

27

Szamrendszerek
|
2—es
16
|
3—as
81
|
4 —es
256
|
5—0s

64

625

125

| -L-L

16

[

L-L-L-L

L-L-L-L



] IR IR B B
—0s
36 6 1
, I I N R
—es
49 7 1
IR IR B B
8 —as
64 8 1
. I I N R
—es
81 9 1
| I |
10 —es
10 000 1000 100 10 1

Logaritmus értelmezési tartomany
log, b =
a>0 a+1
b>0

ER



Logaritmus egyenletek

Logaritmus egyenletek

* Mindig az értelmezési tartomannyal kezdjlink
* Ugyanaz a cél, mint exponencialis egyenleteknél

* Végén ilyen alakban legyen az egyenlet:

log, A = log,H log, A = szam
log; A = log;H log; A = szam
log, A = log,H log, A = szam

* Haugyanaz az alap mind a két oldalon és rajta kiviil nincs mas, akkor:

» Haazalap >1- Sz.zm.n. Pl.:log,,logs, log,,logs ...
3

> Haaz alap <1 - Sz.m.cs. Pl.:logs, logs,logs,log
2 4

36 a1
12 91

Logaritmus egyenlotlenségek

* Cél: Ugyanaz, mint egyenleteknél, ugyanaz legyen az alap mind a két oldalon
* Haugyanaz az alap mind a két oldalon és rajta kiviil nincs mas, akkor:

» Haazalap >1- Sz.zm.n. Pl.:log,,logs, log,,logs ... > Relacio6 jel marad
3

» Haazalap <1- Sz.m.cs. Pl.:logs,logs,logss ... > Realaci6 jel megfordul

2 12 91

Gyok egyenletek
- VA=X- A=}?
A= 0
X=>0

* Gyokvonas eltlintetése négyzetre emeléssel
* Négyzet eltlintetése gyokvonassal

* Kezdjiink mindig kezdeti feltétellel



Koordinatageometria
Vektorok jelolése

a

Q  IQ

Vektorok megadasa

a(2;1)

I
Il

D

@
a = (2i+1j +0k)
H
;)

I
I

I
I

Vektorok osszeadasa

Szabaly

a=la] =[]

% by] _[ax+ by
a+b= o]+ ]| =[a +s,

I
Il

I

tb

HE

H
o1+ (51 = 3

1S3
Il



Vektorok osszeadasa rajzon

Vektorok kivonasa

Szabaly Példa
a=[2]. b=y a=[]. 2=[
ev=[]- [l =l s, e-o=[]- =[]
o _ 2_£=2__3=--1
e R el o7l

a-b=-(b-a)

Vektorok kivonasa rajzon

| &~




Két pont tavolsaga

Szabaly
_ [Ax _ [Bx

4= [Ay]' b= [By]

B A B, —A
48 = ;] =[] =[5 =]
By Ay By - Ay
_ Ax Bx _ Ax _Bx
BA = [Ay] B [By] B [Ay - By

Kétpont tavolsaga:

|AB| = |BA| = \/Asz + AB,”

Vektor hossza

Szabaly

Skalaris szorzat

Szabaly

Példa

a<fl. s=[f
w=[3- 1=

pa=[3]-[3] = 23]

Kétpont tavolsaga:

|AB| =+/3%2+4? =+v25 =5

la| =42 + 11 =V17

Példa

a=[].  2=[3]

a-b=2-3+7-5=41



Két vektor altal bezart szog

al = |a,2 +a)?
= |b,> + b’
Képlet
a-b=la|- b -cosa

Rendezés cos a-ra

Ha a skalaris szorzat:
e Pozitiv—- 0° < a < 90°

e 0> a=90°
e Negativ > 90° < a < 180°

Felezoépont
Szabaly
A, B,
4= Ay]’ B = By]
A, + B,
X = 2
_A,+B,
yoooo2

Példa
- 2=l
ab=3-(-3)+1-2=-7
la| =32 +12 = V10
_ [ -

IS}

a-b=la|- b -cosa

-7 =+10" -cosa

—0,614 = cosa

127,875° = «a




Harmadolopont

Szabaly

-l -l

A-hoz kozelebbi:

2-4,+B
2-4,+B
Hly:—J:?. Y

B-hez kozelebbi:

A, +2-B,
=g
A,+2-B
Hay =22

Tetszoleges osztopont
Szabaly

=[xl 5=[5]

n-edeld pont
A-hoz kozelebbi:

_(n-1)-A,+B,

1x n
=(n—1)-Ay+By
1y n

B-hez kozelebbi:

_Ay+(n—-1)-B,

T
2x n

Példa
a=[;). B=[g

A-hoz kozelebbi:

_2:14+4 6
1x 3 3—
2:2+5 9

1+2-4 6
Zx_ 3 :§:
2+2-5 12
2 3
H1=[3: Hz_[4
Példa

=l o=

5-6d616 pont

A-hoz kozelebbi:

4-3+8
Tus—g =

4-2+2
Ty=—7% =

B-hez kozelebbi:

1+4-8 33

Ta=—5 =%
2+4-2

j— :2



_Ay+(@m-1)-B,

2y

n
Sulypont
Szabaly Példa
A B C -2 t 14
A:[A;]'B:[B;]’C:[Cﬂ a=[]B=[gl.c= ]
_Ax+Bx+Cx szwzﬁz
4454+ (=3) 6
_4,+By+C, Sy=—( ):—=2
y - 3 3 3
1
s s=[4
S = [ "] 2
S}’
Iranyvektor
Szabaly Példa
Ay _I5
a= [ay a= [2]
a )
1= [a; V1= [2]
—a _[-5
Uy = I:_a;:I V2 = [—2]
Iranyvektor 2 pontbol
Szabaly Példa
A 4
A= "] A=
) 4
3
B B=|
B = x] 2]
By
_as_B1_[41_["1
oy =75 = [B] - [] = [ =5 =[] =14]
By Ay B, -4, 4 3 1
vy =BA= [1] - _2] [—1]

N A B A, —B
v, =Bi= |- |5] =2 5]
2 Ay By Ay_By



Meredekség

Szabaly

.- [Zx]

Normalvektor

Szabaly

.- [Z’“]

nl_[—vx] [ 5]
=[] [5]



Egyenes egyenlete

Szabaly
n=
P=[y,]

P olyan pont, ami rajta van az egyenesen.

Egyenes egyenlete:

N, Xx+Mn, y=n,xo+ny,y,

Két egyenes metszéspontja

Szabaly
el: x+y=3
e2: 2x+3y =4

Egyenletrendszerként oldjuk meg.

Példa
_[5
n_[1]
_[-3
P‘[z]
Egyenes egyenlete:
5-x+1-y=5-(-3)+1-2
5x+y=-15+2

5x+y=-13



Két egyenes viszonya

/X

Metszik egymast
— 1 metszéspont
m, + my
Ve # Uy

ne;tnf

Két egyenes tavolsaga

Metszik egymast
— 1 metszéspont

Nem szamolunk tavolsagot

Egymasra merolegesek Parhuzamosak

— 1 metszéspont — 0 metszéspont

m, * mf m, = mf
Ve = nf Ve = vf
n, = Vf n, = nf
e
e
Parhuzamosak

Egymasra merdélegesek

— 0 metszéspont
— 1 metszéspont

Csak itt szamolunk
Nem szamolunk tavolsagot
tavolsagot



1. 1épés: Megnézziik, hogy a két egyenes parhuzamos-e, ha nem azok nem szamolunk

tavolsagot

2. 1épés: Felvesziink egy pontot valamelyik egyenesen (P)

3. Iépés: Merdlegest allitunk az egyenesre, ami atmegy a felvett P ponton (g)
4. 1épés: Megkeressiik az egyenes (g) €s a masik egyenes metszéspontjat (H)
5. 1épés: Felirjuk HP vektort

6. 1épés: Kiszamoljuk H €s P pontok tavolsagat, ez a tdvolsag lesz a két egyenes tavolsaga

Pont és egyenes tavolsaga

1. 1épés: Merdlegest allitunk az egyenesre, ami d&tmegy P ponton (g)

2. 1épés: Megkeressiik az egyenes (g) és a masik egyenes (e) metszéspontjat (H)



3. 1épés: Felirjuk HP vektort

4. 1épés: Kiszamoljuk H és P pontok tavolsagat, ez a tavolsag lesz a pont €s az egyenes

tavolsaga

Két egyenes hajlasszoge

1. 1épés: Kiolvassuk az egyenesek normalvektorat
2. 1épés: Ebbdl felirjuk az iranyvektort
3. Iépés: Kiszdmoljuk a két irdnyvektor skalaris szorzatat, és hosszat

4. 1épés Az alabbi képletet alkalmazva kiszdmoljuk a szoget: v, * vf = |V, - |vf| ‘cosa

Kor egyenlete

Orig6 kozépponti, r sugari korok egyenlete: x* + y* = r?

K (u,v) kézépponta, r sugari korok egyenlete: (x — u)? + (y — v)? = r?



Geometria

Haromszogek

* Csucsok ABC nagy betlii
* Oldalak ABC kisbetii:

» A csuccsal szemben a oldal

» B cstccsal szemben b oldal

» C csuccsal szemben c oldal
» Szogek, a gorog ABC bettii:

» A csucsnél a

» B csuccsal 8

» C csuccsal y
* Haromszog bels6 szogeinek 6sszege: 180°
s a+p+y=180°
* Haromszog kiils6 szogeinek 6sszege: 360°
« a'+p +y =360°
» Egybels6 ésegy kiils6 sz0g 6sszege: 180°
« a+a =180°
- B+ pB =180°
« y+y =180°

» Két oldal 6sszege mindig nagyobb a harmadik oldalnal:
a+b>c
at+c>bh

b+c>a



Haromszogek csoportositasa szogek szerint

Hegyesszogii haromszog Derékszogi haromszog  Tompaszogii haromszog

1 derékszog 1 tompaszog
3 hegyesszog
2 hegyesszog 2 hegyesszog

Haromszogek csoportositasa specialitas szerint

Egyenlészaru haromszog Szabalyos haromszog

Van 2 egyenld szara Minden oldala egyenld
Alapon fekvd szogei ugyanakkorak Minden szdge 60°

1 szimmetria tengelye van 3 szimmetria tengelye van



Pitagorasz-tétel

Pitagorasz-tétel:

a’? + b? = ¢?

Haromszogek keriilete

Altalinos haromszog Egyenlészaru haromszog Szabalyos haromszog

K=a+b+c K=a+2b K = 3a



Haromszogek teriilete

Hagyomanyos Ha ismert két oldal és az Ha ismert mind a 3 oldal
modszer: altaluk bezart szog: (Héron képlet):
T = 'mza‘g““ég T=w T=Js G-a) G-b) (5-0
7Y m, s: félkerilet
2 a+b+
§=—

2



Haromszogek magassaga, teriilete

Egyenlészaru haromszog

Pitagorasz-tétel:

x% +mg? = b?

m, =/ b? — x?
a-m,
T =
2

Haromszogek egybevagosaga

Szabalyos haromszog

ma
a
2
V3
ma=7-a
a-m,
T =
2

* Ha egy haromszogbdl egy masikat egybevagdsagi transzformaciokkal (eltolas,

tiikrozés, forgatas) elé tudunk allitani, akkor a két haromszog egybevago

* Egybevagd haromszogek megfeleld oldalai egyenlé hosszuak, megfeleld szogei

egyenlé nagysagiuak

* Biztosan tudjuk két haromszogrol, hogy egybevago, ha:



» Harom oldaluk egyenld
» Egy oldaluk és a rajtuk 1év6 két szog egyenld
» Két oldaluk és a koztiik 1év6 szog egyenld

» Két oldaluk és a nagyobbikkal szembeesd szog egyenld

Egybevagosag vs hasonlosag

Egybevagosag Hasonlosag
Jelentése Ugyanaz a két haromszog csak el Az egyik haromszog a mésik
vannak tolva egymastol, meg vannak haromszog nagyitott/kicsinyitett
(konyhanyelv) tikkrozve, vagy el vannak forgatva verzidja
Mind a két haromszdg esetén: Mind a két haromszog esetén:
» Mind a 3 oldal ugyanolyan » Mind a 3 oldal ardnya
Tulajdonsagok hosszu megegyezik
» Mind a 3 szog » Mind a 3 szog
ugyanakkora ugyanakkora

AN




Négyszogek

Mégyszogek

Deltoid

Minden négyzet: téglalap is, rombusz is, paralelogramma is, trapéz is, deltoid! is.

Minden téglalap: paralelogramma is, trapéz is.

Minden rombusz: paralelogramma is, trapéz is.

Minden paralelogramma: trapéz is.




Cstcsok: ABC nagy bettii figyelve koriil jarasra

Szogek: Hasonldan, mint haromszogeknél, D csticsnal §

Oldalak: Nincs ra szabaly, az egyenld hosszisagu oldalak vannak ugyanolyan betiivel

jelolve
Belso6 szogek 6sszege: 360° - a + f +y + 6 = 360°

Belso és kiils6 szogek: Ugyanugy, mint haromszogeknél, az 6sszegiik 180°

a+a =180°
B +p =180°
y+y' =180°

d+4"'=180



Trapéz

Szar

Alap

* A parhuzamos oldalak az alapok
* Az alapokat 6sszekot6 oldalak a szarak
* Azonos szdron fekvd szogei 6sszege 180°

+ Atl6i nem egyenl6 hossztiak, nem felezik egymaést



Specialis trapézok

Szimmetrikus trapéz (hurtrapéz) Derékszogi trapéz

* A két szara egyenld hosszu
* Van 2 derékszoge
* Az atloi egyenl6 hossziak
*  Atlok nem egyenl hosszuak
* 1 szimmetria tengelye van
* Nincs szimmetria tengelye
* Alapon fekvd szogei egyenldek

Paralelogramma

* Szemkdzti oldalai parhuzamosak és ugyanolyan hosszuak
+  Atloi felezik egymast
* Az egy oldalon fekvd szogeinek az 6sszege 180°

* A szemkozti szogei egyenldek



Rombusz

* Paralelogramma és a trapéz minden tulajdonsaga igaz ra
* Minden oldala egyenld

*  Atloi merdlegesek egymasra

Téglalap

* Paralelogramma és a trapéz minden tulajdonsdga igaz ra
* Minden szdge derékszog

* 2 szimmetria tengelye van, az oldalak felez6k pontjainal



Deltoid

* Az egyik atloja szimmetria tengely

* Szomszédos oldalai ugyanolyan hosszuak

* Szemkdzti szogei ugyanakkordk (szimmetria tengely kiilonb6z6 oldalain 1évok)
* Szimmetria tengely felezni fogja azokat a szogeket, amiken atmegy

+ Atlok merdlegesek egymasra

* Azaz atlo, ami a szimmetria tengely, felezni fogja a nem szimmetria tengely atlot



Négyzet

* Trapéz, paralelogramma, téglalap, rombusz, deltoid minden tulajdonsaga igaz ra

«  Atloi felezik a szogeket
+  Osszesen 4 szimmetriatengelye van:

* a2 oldalfelezo, és a 2 atlo

Konvex és konkav négyszogek

Konvex

Konvex: Minden oldalat be tudjuk festeni

Konkav

Konkav: Nem tudjuk minden oldalat

befesteni



Négyszogek keriilete

Altalanos négyszog

K=a+b+c+d

Trapéz Szimmetrikus trapéz (hurtrapéz)
C o]
/\ /—\
a a
K=a+b+c+d K=a+2b+c
Paralelogramma Rombusz

a
a
b b
a a
a

K=a+a+b+b
K=2a+2b K = 4a
K=2-(a+b)




Téglalap Deltoid

a

K=a+a+b+hb K=a+a+b+b
K =2a+2b K =2a+2b
K=2:-(a+b) K=2:-(a+b)

Négyzet
a
[] L]
a a
L] [




Négyszogek teriilete

Altalanos négyszog

T == TAI + TAZ

Trapéz Paralelogramma

T=a-m
Rombusz Téglalap
a
a
., b
e t,"
. a
a
e-
r=27
2



Deltoid Négyzet

=
a
. a
f T=a-a
e .
T = —— — 2
2 T=a
Négyzet atloja
a d C
[
Atlo:



Téglalap atloja

b
Atlé:
d =+ a? + b?
Hurtrapéz magassaga
c
b m m b
| A |




Szabalyos 0tszog

5 oldal és 5 csucs
Minden oldala és szoge egyenld

Egyenlészart haromszogekre bonthato

_360°_ .

a = T =

_180°-a_
— =

Bels6 szog: 2 - f = 108°
Kiils6 szog: = = 72°
Keriilet: K =5-a

Teriilet: Tstsz59 = 5 * Tharomszog

_am _ bbsina
Théromszc’ig -, T 2

A koré irt kor sugara: v = b

Szimmetria tengelyek szama: 5

o




Otszog magassaga, teriilete

Egyenlészaru haromszog alapon fekvé szogei:

180° — «
B = ——= 54°

Kozépponti szog fele:

o

_a_ _360
Y=2=72~

Magassag:

X X

tgy:;—)m:tg—y

m
tgf=—-m=xtgh

Haromszog teriilete:

am
Ty=——

Otszog teriilete:

T=5TA




Szabalyos hatszog

6 oldal és 6 cstics
Minden oldala és szdge egyenld

Szabalyos haromszdgekre bonthatd

_360° _ o
a= e =
_180°—a
-

Bels6 szog: 2 - f = 120°
Kiils6 szog: = = 60°
Keriilet: K = 6-a

Tertilet: Tstszog = 6 " Tharomszog

T _am _ aasina
haromszog — ~, — 2

A koré irt kor sugara: v = a

Szimmetria tengelyek szama: 6




Hatszog magassaga, teriilete

Kozépponti szog fele:
_a  60° 30°
Y=2=72 7
Magassag:
V3
m=-—--a

Haromszog teriilete:

am a-a-sin60°

T, =
AT 2 2

Hatszog teriilete:

T=6-T,



Szabalyos sokszogek (n) magassaga, teriilete

Kozépponti szog:
360°
a =
n

Egyenlészaru haromszog alapon fekvé szogei:

_180° -«
2
Kozépponti szog fele:
a
Y=32
Magassag:
) x x
= — = —
gy=,—-m tgy

m
gf=—-m=x-1gp

Haromszog teriilete:

am
Ty=——

Sokszog teriilete:

T=n'TA



Kor

Sugar—Atméré:

D=2'R

R—D
2

Keriilet:

K=2'R-wm=D'mw

Teriilet:



Kor részei

. Kbrszeiet

Atmérs

* A korvonal két pontjat 6sszekotd szakaszt hirnak nevezziik

* Alegnagyobb hur atmegy a kozépponton, neve atméré, jele: D, d

* A kor kdzéppontjat és a korvonal egy pontjat 6sszekotd szakasz neve sugar, jele: R, r
* A korvonalat darabokra osztva koriveket kapunk

* Két sugar és egy koriv korcikket vag ki a korbol

* A koriv két végpontjat 6sszekotd hur és a koriv altal hatarolt alakzat neve korszelet



Kor ivhossza, korcikk teriilete

Koriv:

=2 k=-2% .2.R
Y= 360° " T 360°

= ‘R
180°

Korcikk teriilete:
T = ad T
KC — 3600

Parhuzamos szelok tétele

loA| |oc| |AC
|OB| |0D| |BD|




Térgeometria

Jelolések térgeometriaban
Téglatest, Hasab, Kocka

Oldalak: a, b, c
Haséb magassaga: m, M, h, H
Atlék: d, e, f, g

Henger
Sugar: r, R
Atmérd: d, D

Magassag: m, M, h, H

Gula, Csonkagula
Alapélek: a, ¢
Oldalél: b

Test magassag: M, H

Oldallap (hdromsz6g) magassaga: m, h

Kup, Csonkakup
Sugarak: R,
Atmérék: d, D
Alkoto: a

Test magassag: M, H



Gomb

Atméré (D):

D=2-R

Felszin (A):

A=4-R*- 7
Térfogat (V):

4-R3'm
V=



* Elnevezés: Az alaplap alapjan (haromszog alapt, négyzet alapt, Otszog alapu, hatszog
alapt...)

» 2-féle oldal — 2 db Alaplap, annyi oldallap, ahany csticsa van az alaplapnak (n)

* Alaplapok: Szabalyos sokszogek

* Oldallapok: Téglalapok

* Alaplapok teriilete: Tq1qp

* Oldallapok teriilete: Tpjqq1 = a- M

* Palast: Oldallapok tertiletének 6sszege = Tpaiast = M " Totdal

Felszin (A):

A=2- Talap + Tpalést

Térfogat (V):

V=Taap M



Téglatest

a

» 3-féle oldal, minden oldalbol 2 db (egymassal szemben)
* Lapok: Téglalapok

* Also és fels6 lapok teriilete: Ty = a- b

* Jobb és bal lapok teriilete: T, = b - ¢

* Szemkdzti és hatso lapok teriilete: T3 = a - ¢

Felszin (A):

A=2"T\+2T,+2-T3=2-a-b+2-b-c+2-a-c=2-(a-b+b-c+a-c)

Térfogat (V):

V=a'b-c



Téglatest lapatlok

a’ + b? =d? N bP+c?=e? N
d =+ a? + b? e =+/b?+ c?
Téglatest testatlo
C E: C

a
d’ +c? =g* /d =+/a? + b?
(Va2 +5?) +¢2 = g2
a?+b*+c?=g? N

va?2+b2+ct=g

e N

b

a’ +c* = f*? N
foJETa



Kocka

e 1-féle oldal —» 6 db

* Lapok: Négyzetek

 Lapok terillete: T = a - a = a?

Felszin (A):

A=6-T =6"a?

Térfogat (V):




Kocka lapatlo

L L T R ]

a
d
. a
a
a’+a? =d? /d =+Ja? + b2
2a% = d>? /\/_
d=V2-a
Kocka testatlo
a! a
# --(-i --------------
a
a
d? + a? = e? /d=+2"-a
(\/E-a)2+a2 =e?
2a% +a? = e?
3a% = e? /\/_



Henger

» 2-féle oldal = 2 Alaplap, 1 Palast
* Alaplapok: Korok

« Palast (oldallap): Téglalap

*  Alaplapok teriilete: Tqqp = R* - 7

* Palast teriilete: Tpauuse = K-M=2-R-w-M

Felszin (A):

A=2Tyap+Tpaizse =2 R*m+2-R-m-M

Térfogat (V):

V=T M=R*1-M

Henger Kiteritve




Gula

* Elnevezés: az alaplap alapjan (hdromszdg alapl, négyzet alapu, 6tszog alapt, hatszog
alapt...)
* 2-féle oldal — 1 db Alaplap, annyi oldallap, ahany csticsa van az alaplapnak (n)
* Alaplap: Szabalyos sokszog (altalaban négyzet)
* Oldallapok: Egyenldszarti haromszogek (csak specidlis esetben szabalyos haromszog)
* Alaplap terlilete: Tqiqp (Négyzetn€l: T gy = a?)
am

* Oldallapok (egyenlészart haromszogek) teriilete: T g1 = 5

* Palast: Oldallapok tertiletének 6sszege = Tpaiast = M * Totdal

Felszin (A):

A= Talap + Tpalést

Térfogat (V):

Toiop M
3



Gula oldallapjanak magassaga

m

a
2

X =

Pitagorasz-tétel:

x% 4+ m? = b? /—x?
m? = b% — x? /
m =/ b? — x?

Gula metszete az oldalélek mentén

Pitagorasz-tétel:
Y2 + M? = b2 /—y?
M? = b2 — 2 / \/_

M = b2_y2



Gula metszete az alaplap felénél

m M

a
2

X =

Pitagorasz-tétel:

x% 4+ M? = m?



» 2-féle oldal = 1 db Alaplap, 1 db oldallap
* Alaplap: Kor

* Oldallap: Korcikk

* Alaplap terlilete: Tgyqp = R* m

* Palast (Oldallap) tertilete: Tpqse = R- - @

Felszin (A):

A=Ty +Tpasse =R* T+R - a

Térfogat (V):

_Taap M _R*>-m-M
3 3




Kup Kkiteritve

Kup metszete

M
R
Pitagorasz-tétel:
R? + M? = a? /—R?
M? = a* — R? N



Csonkagula

* Elnevezés: az alaplapok alapjan (haromszog alapu, négyzet alap, 6tszog alapt, hatszog
alapt...)

» 3-féle oldal — 2 db Alaplap (1 nagy, 1 kicsi), annyi oldallap, ahany cstcsa van az
alaplapnak (n)

* Alaplapok: Szabalyos sokszogek (altalaban négyzetek)

* Oldallapok: Szimmetrikus trapézok

Nagyobb alaplap teriilete: T (négyzetnél: T = a?)

«  Kisebb alaplap teriilete: t (négyzetnél: t = c?)

a+c

* Oldallapok (szimmetrikus trapézok) teriilete: T y;qq1 = - m

* Palast: Oldallapok tertiletének 6sszege = Tpaisst = N Tordal

Felszin (A):

A=t+T+ Tpalést

Térfogat (V):

(t+Vt-T+T)M
V= 3




Csonkagula oldallapjanak magassaga

x% + m? = b? /—x?
m? = b? — x? /
m =/ b?% — x2

Pitagorasz-tétel:

y2 + M? = b? /—y?

M2 = b2 — y? /\/_



M = bZ_yZ

Csonkagula metszete az alaplap felénél

Pitagorasz-tétel:

x% + M? = m?



Csonkakup

» 3-féle oldal — 2 db Alaplap (1 nagy, 1 kicsi), 1 oldallap
* Alaplapok: Korok

* Oldallap: Korcikkszerti

« Kisebb alaplap (fed(8)lap) teriilete: t = 1% - 1

+  Nagyobb alaplap (alaplap) teriilete: T = R?> - 1

* Palast (Oldallap) teriilete: Tpas5¢ = (r + R) "1 - @

Felszin (A):

A=t +T+Tpouse =7r*"T+R* T+ (r+R) m-a

Térfogat (V):

_(@?+r-R+R) M
B 3

vV



Csonkakup metszet

A M M a
| m
L 1 A n )
| | | |

x=R-r r r x=R—r
[ A J

| |

R R

Pitagorasz-tétel:

X%+ M? = a?




Sorozatok

Szamtani sorozatok

a,; —elsé tag

d — dif ferencia, kiilonbség

+2 +2

a1:3 a2:5 a3:7

a,=a;+(n—-1)-d
a, — n. tag

_(2a;+(n—-1)-d)'n
" 2

S, —azels6ntag 6sszege

55=a1+a2+a3+a4+a5

Mértani sorozatok
a, =3

q=2

a, —els6 tag

q — kvéciens, hanyados

= (ar +ay) =

+2

+2



2 2
a; =3 a, =6 az; =12 a, = 24 as =48 ags =96

2 2 12 2
a, =a; - qn_l
a, —n. tag

q"—1
S, =aq-
Sp—azelséntag 6sszege
55:a1+a2+a3+a4+a5
Mértani sorozat szazalékok
No Csokken

q=11
Példak

Minden héten 10 %-kal no

Minden nap 5 %-kal csokken

q=0,95

qg=1,22

Minden honapban 22 %-kal n6

Minden évben 38,7 %-kal csokken

q=0,615




Hogyan ismerjiik fel a szamtani/mértani sorozatokat?

Szamtani sorozat

Mértani sorozat

Kulesszavak

...-vel n6/csdkken

...-szorosara/hanyadara

né/csokken
...%-kal n6/csokken

Kamat, hitel

Példak

Minden nap 5-tel csindl tobb ...

Minden honapban 10%-kal nd

az el6z6 havihoz képest

Minden honapban 100-zal nd

Minden évben 25 %-kal

csokken az el6z6 évihez képest

Minden évben 450-nel csokken

Minden héten az €l6z6 heti

felére csOkken

Minden héten 4-gyel

kevesebb... csinal

Minden nap a dupldjara n6




Kombinatorika

Kivalasztas

(n) _ n!
k/  k!'-(n—k)!
Szamologépen: n —» nCr = k

Példa:

()15

(6)_ 6 _ 6 _657=qul 65 .

2)  21-(6=2) 21-4] 21 "=S=2ul 2-1

Szamologépen:

fe-82MS fe-82MS fx-82MS fe-62MS
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Tipuspéldak

Variacio Permutacio Kombinacio
Kivalasztas
Dobogos
* Sorba rendezés helyezettek
Jelszavak . )
e Ulésrend kivalasztasa
Szamkombinacidk
padon, Ajandékok
Szamkértyak asztalon, Kiosztasa
Mirél ) moziban, stb...
) Dobogos Jegy
ismerheto . .
, helyezések Fagylalt lyukasztis
fel’ alakulasa gombocok
. Sokszogek
sorrendje
Fagylalt 4tldinak szdma
gombocok * Felvonulason
. . Kartyak
varialasa résztvevok
. huzéasa
sorrendje

Lott6 szelvény

kitoltése




Statisztika

Statisztikai mutatok

* Médusz: Az adatsokasagban leggyakrabban eléfordulé elem(ek)
*  Median: Az adatsokasagot ndvekvo sorrendbe rakva a k6zépso elem
» Paros elemi adatsokasag esetén nincs egy darab kozépso elem, ezért a k6zEépso
két elem atlaga a median.

* Terjedelem: A legnagyobb és legkisebb elem kiilonbsége

Példak:

1. adatsor: 1 7 2 4 7
Sorba rendezve: 1 2 7 7
Az adatsor

Moédusza: 7

Terjedelme: 7—1 =6

2. adatsor: 9 1 9 6 4 1
Sorba rendezve: 1 1 9 9
Az adatsor

Moéduszai: 1 és 9

Terjedelme: 9 —1 =8

Szoras

*  Atlagtél valé atlagos eltérés

* Megadja, hogy az adatok atlagosan mennyivel térnek el az atlagtol



* Jele: o (szigma)

. 4 rer tl_ X'—EZ t"_ X—X; 2
. K1szam1tasa:a=\/ i=1 (%i =%) =\/Z,_1( D)

n n

o J(x1 L2 4 (= )2+ (s — D)2+ (X — D)2+ (Xg — )? o ¥ (2 — B2
n

Ahol:
n
z — szumma jel
i=1
i=1-1. tagtdl kezdve
n —n.edik tagig
x; — i —edik tag
X — atlag

n — adatok szama

Osztalykozép
* A legkisebb ¢és a legnagyobb adat atlaga
XmintXmax

e Osztalykozép:

»  Osztalykozép # Atlag



Szamtani, mértani kozép

Szamtani kozép (atlag)

Mértani kozép

_X1+XZ+"‘+xn

Képlet - G="/x1-%x3-..- X,
4’9 4'9
449 13
=——=5=65 G=V4-9=336=6
6,6 6, 6
6+6 12
=——=—=6 G=V6-6=1336=6
Példak )4 g 24,8
_2+4+8 14 G=V2-4-8=164
3 3 ’ — 4
77 7 7,7, 7
74747 21 G=V7-7-7=3/343
-3 T3 =7




Valoszinuségszamitas
Események valosziniisége

kedvezi esetek

0sszes eset

0<P<1

Visszatevéses mintavétel

Jelolések:

Hibas / Selejtes / Rossz

Phripss = Pselejtes = Prossz

Jo / Hibatlan

Pjs = Phibstian

Pselejtes

Pj() =1- Pselejtes

p. = hizasok szama . rossz hiizisok szama , p  jo hiizisok szama
n j6/rossz hizasok szama rossz 1o

Visszatevés nélkiili mintavétel

., , Jjo darab szama rossz darab szama
Kedvezd esetek szama: | ., , . . . y .
JjO huzasok szama) \rossz huzasok szama

0sszes darab szém)

Osszes eset szama: ( " ]
huzasok szama



Visszatevéses és visszatevés nélkiili feladatok felismerése

Visszatevéses Visszatevés nélkiili
Alkatrészek Cukorka (Ennival6)
Példak 11-es rugés Lotto
Fej vagy irés Kartyak
Jo
Rossz
Kulcsszavak
Hibas
Selejt

20 alkatrészbdl 2 hibas. Mennyi a valdszinlisége, hogy ha 5 alkatrészt valasztunk,

akkor 2 hibas lesz kozte?

Pis=1—Phpss =1—-0,1=0,9

P, = (g) .0,12-0,9% = 0,0729

Osszes eset: (250) = 15504

Kedvezé esetek: (;) : (138) —1-816 = 816

_ kedvez0 esetek B 816
27 bsszeseset 15504

= 0,0526

A két megoldas koziil a visszatevéses a jo, a masik csak akkor, ha feladat

kihangsulyozza, hogy nem tessziik vissza az alkatrészeket, azért lett kétféle

modon megcsinalva, hogy latszodjon a kiilonbség az eredmények kozott.




